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Eu 1. Anschluß an die früheren Untersuchungen 


a In meiner ersten Arbeit?) über Wirkungsquerschnitt und 
Molekelbau hatte ich die prinzipielle Frage bearbeitet, ob bei 
kleinen Geschwindigkeiten der sondierenden Elektronen über- 
haupt Zusammenhänge zwischen WQ*) und Molekelbau be- 
stehen. Das Resultat war eindeutig positiv. Darüber hinaus 
konnte ich an der Kurvenähnlichkeit gewisser Gasgruppen 
feststellen, daß der Bau der Außenschale für die Kurven- 
gestalt von maßgeblichem Einfluß ist. 

In meiner zweiten Arbeit?) hatte ich dann auf dieser Er- 
kenntnis fußend die spezielle atomchemische Fragestellung 
verfolgt, ob bzw. in wieweit die W Q-Kurven dem Grimmschen 
Hydridverschiebungssatz entsprechen, der für die Reihe: 
Ne-HF-H,O-NH,-CH, Ähnlichkeit der Feldwirkung und 
Größenanstieg von Ne zu CH, erwarten läßt. Es ergab sich bei 
Geschwindigkeiten oberhalb 3 YVolt eine Erfüllung dieses 


1) Dritte Mitteilung zum Thema ,,Wirkungsquerschnitt und Mo- 
lekelbau“. 
2) E. Brüche, Ann.d. Phys. 83. S. 1065. 1927. 
3) Wirkungsquerschnitt, von jetzt ab in Abkürzung wa 
4) E. Brüche, Ann. d. Phys. 1. S. 93. 1928. 
Annalen der Physik. 5. Folge. 2. 
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E.Bühe 
Satzes, bei kleinen Geschwindigkeiten unterhalb 8 V Volt 
dagegen ein vollständig abweichender, vermutlich mit dem 
Dipoleharakter der Gase in Zusammenhang stehender Verlauf. 
In dieser dritten Arbeit!) soll eine weitere atomchemische 
Spezialfrage untersucht werden. Diese Spezialfrage lautet: 
Zeigt sich bei isosteren Molekeln, wie z. B. N, und (CH), oder 
O, und (CH,),, bei denen entfernte Aufbauähnlichkeit und ein 
bestimmter Gang in der Größe vermutet wird, entsprechendes 
auch in den WQ-Kurven ? 


2. Isosterismus als Untersuchungsproblem 
j Das Wort „isoster‘ ist von Langmuir?) in die Literatur 
. K eingeführt worden. Langmuir versteht unter isosteren Atomen 
; & bzw. Molekeln solche mit gleicher Elektronenzahl. 
a Die einfachsten Fille von Isosterismus treten bei den homo- 

logen Ionen auf. Das hat Kossel?) schon vor Lang muir in 
= 5 etwas anderer Form zum Ausdruck gebracht. So sind z. B. isoster: 
0, N, O+, F++, denn alle diese Ionen haben 5 Außenelektronen 
bzw. 7 Elektronen insgesamt. Die Gesamtheit dieser Fälle kann 
man leicht in eine dem periodischen System entsprechende 
Tabelle zusammenfassen, wie es in Tab. 1 geschehen ist. 


Tabelle 1 
Isostere Ionen 


4 5 6 7 8 
Ftt++ Net++ \ 
Ot+ Ft+ Net+ 
0 F | Ne 
N- o- F- 
N-- o-- 


1) Die Resultate dieser Arbeit sind zum Teil bereits mitgeteilt bzw. 
verarbeitet in: E. Brüche, Naturw. 17. S. 252. 1929; AEG-Mitteilungen 
1929, S. 478; Ergebnisse der exakt. Naturw. 8. 1929. 
2) J. Langmuir, Journ. Amer. Chem. Soc. 41. S. 866. 1919. 
3) W. Kossel, Ann. d. Phys. 49. 8.229, | it 
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Die so in Vertikalreihen untereinander stehenden ver- 
schieden ionisierten Atome unterscheiden sich also nicht in der 
Elektronenzahl. Ihr Unterschied ist allein in der von Glied 
zu Glied um zwei Einheiten wachsenden Kernmasse und der 
um eine Einheit wachsenden Kernladung zu sehen. Mit Recht 
wird man daher vermuten, daß die gleichvielen Elektronen in 
der Elektronenhülle auch gleiche Anordnung besitzen werden. 
Tatsächlich lassen sich, wie Grimm!) gezeigt hat, eine Reihe 
von physikalischen Eigenschaften (Größe, Feldwirkung usw.) _ 
angeben, die diese Anschauung bestätigen; man denke auch an 
den spektroskopischen Verschiebungssatz von Kossel und 
Sommerfeld2), der die Ähnlichkeit von Spektren isosterer 
Atome, z. B. von Na, Mgt, Al++, postuliert. 

Die Nachprüfung der Anschauung von der Gleichartigkeit 
des Aufbaues der isosteren Ionen mittels der W Q-Kurven ist 
natürlich nicht möglich, da wir es hier mit geladenen Teilchen 
zu tun haben, die der Messung unzugänglich sind. Indessen _ 
können wir einen sehr ähnlichen, zum Teil untersuchbaren Fall | 
von Isosterismus aus der Tab. 1 ableiten. 

Bei diesem zweiten Fall von Isosterismus, dem Isosterismus = 
der Hydride, sind die verglichenen Stoffe neutral. Um die ae 
Gruppe der isosteren Hydride zu erhalten, denken wir uns dm aa 
C-Atom an Stelle eines einzelnen Elektrons ein Elektron ge- © eu 
meinsam mit einem Proton zugefiihrt. Nehmen wir nun einmal a 
an, daß das zugeführte Proton mit dem C-Kern verschmilzt 
so ist das entstandene CH dem N in noch weitgehenderem Maße ER 
ähnlich zu vermuten, als es das C- war. Wir hätten ein Isotop a 
des N erhalten. Allerdings ist die Annahme, daß der H- -Ken © a 
mit dem C-Kern verschmilzt, kaum erfüllt. Doch spricht, 
worauf besonders Knorr?) hingewiesen hat, eine Reihe von 
Daten dafür, daß die H-Kerne ins Innere übernommen und nach 
außen „abgeschirmt“ sind. Auch die Gleichwertigkeit und 
Auswechselbarkeit solcher Gruppen in chemischen Verbindungen, 
worauf für Spezialfälle Angeli®) zuerst ausdrücklich hingewiesen 


1) H.G. Grimm, Ztschr. f. phys. Chem. 97. S.353. 1921, und | 
folgende Arbeiten. 
2) W. Kossel u. A. Sommerfeld, Verh. Dtsch. Phys. Ges. 21. RT - 
8. 240. 1919. 1 
3) C. 0. Knorr, Ztschr. f. anorg. u. allg. Chem. 129. S. 109. 1923. 
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hat, steht damit in Zusammenhang. Natürlich läßt sich diese 
Betrachtung auch für die übrigen Rubriken unserer Tab. 1 
durchführen, soweit sie sich durch die Zufuhr eines Elektrons 
erhalten lassen. Wir kommen so zu Tab.2, die (in etwas 


Tabelle 2 
Isostere Hydridkomplexe 
— Radius 
— | 
4 5 7 S 
| ad | | _ 
CH | NH OH FH 
> ' CH, NH, OH, 
er CH, NH, 
| CH, ¥ 


anderer äußerer Form) von H. G. Grimm!) aufgestellt worden 
ist und daher als Grimmscher Verschiebungssatz bezeichnet 
wird. Der Satz lautet in der Fassung des Autors?): ‚Die bis 
zu vier Stellen vor einem Edelgase stehenden Atome ver- 
ändern ihre chemischen Eigenschaften durch Aufnahme von a 
Wasserstoffatomen (a =1, 2, 3, 4) derartig, daß die ent- 
stehenden Komplexe sich wie Pseudoatome verhalten, die den 
Atomen der im periodischen System um a Gruppen rechts von 
ihnen stehenden Elementen ähnlich sind.“ 
Der Hydridverschiebungssatz liefert uns das erste unter- 
suchbare Problem, denn in der achten Vertikalreihe sind die 
selbständigen Gase: Ne, HF, H,O, NH,, CH, zusammen- 
getreten, die nach diesen Überlegungen als ,,Pseudoedelgase“ 
bezeichnet werden und in deren Reihe ein bestimmter Gang in 
den Eigenschaften deutlich ist. Über den Verlauf der WQ- 
Kurven in dieser Reihe berichtete ich bereits.?) 

Ein weiterer Fall von Isosterismus ist wiederum aus 
Tab.2 ableitbar. Diejenigen Stoffe dieser Tabelle nämlich, 
die nicht selbständig existenzfähig sind, lassen sich zu Molekeln 


1) H. G. Grimm, Ztschr. f. Elektrochem. 31. S. 474. 1925. 
t. Grimm, Chem. Kal. 1. S. 631. 1925; Handb. d. Phys. 24. 
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zusammenschließen. So ist z. B. HC= nicht selbständig, hat 
vielmehr, wie der Chemiker sagt, drei freie Valenzen. Beim 
Zusammenschluß zweier derartiger Komplexe werden die drei — 
Valenzen „abgesättigt“. Es entsteht HC=CH, das bekannte = 
Acetylen mit „dreifacher Bindung‘ zwischen den C-Atomen. 

Sind N und CH aber Komplexe mit ähnlicher Elektronen- 
anordnung und ähnlicher Feldwirkung, so wird man das Gleiche _ 
auch beim Zusammenschluß zweier derartiger Komplexe zu 
homöopolaren Molekeln vermuten können. So gelangen wir 
zu Tab. 3, die nun drei Reihen existenzfähiger Molekeln enthält, 
auf deren Ähnlichkeit Hückel!) und Grimm nachdrücklich 
hingewiesen haben. 


Isostere Hydridmolekeln ik 


y 
Radius ——————— 
5 6 7 | 8 
N=N 0-0 | FF | = 
HC CH | HN=NH | HO—OH 5 
H,C=CH, | H,N—NH, | 
Diese Ähnlichkeiten — z.B. zwischen Stickstoff und — 
Acetylen — müssen Ähnlichkeiten der physikalischen Eigen- 


schaften be ‚dingen. Da sie indessen bei weitem keine Identitäten 
sind, also auch Unterschiede in der Größe usw. bestehen, sind 
wir nicht in der Lage, aus dem Vergleich einzelner physikalischer 
Daten, so z. B. den Molrefraktionen | N, 4,4; (CH), 8,5] diese 
Ähnlichkeit abzulesen. Wir können dazu allein so verfahren, daß 
wir die drei Reihen in ihrer Gesamtheit betrachten, indem wir 
vermuten, daß der Systematik in unserer Tab. 3 ein syste- 
matischer Gang der Eigenschaften parallel geht. Zur Durch- 
führung dieses Vergleichs sind in Tab. 4 die Oktettrefraktionen?) 
und die Molrefraktionen?) zusammengestellt. Sie lassen deutlich 
einen bestimmten Gang in den Vertikal- und Horizontalreihen 
1) W. Hückel, Ztschr. f. Elektrochem. 27. S. 305. 1925. 
2) K.Fajans u. C. A. Knorr, Chem.-Ztg. 48. 8.403. 1924; C. 
Knorr, Diss. München 1925; K. Fajans u. C. A. Knorr, Ber. d. D. 
Chem. Ges. 59. S. 249. 1926. 
3) H. G. Grimm, Handb. d. Phys. 24. S. 522. 1927. 
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Tabelle 4 


Refraktionsdaten isosterer Komplexe 
<«—— Oktettrefraktion - Molrefraktion ———_-——— 
5 | 6 7 5 6 7 


N 490 34 F 17 Nn4l 0 4,1 F, 2,9 
CH 7,7 NH — OH 3,2 | (CH), 8,5 (NH), — (OH), 5,8 
CH, 7,6 NH, 5,1 (CH,), 10,8 (NH,), 8,9 

CH, 6,3 Y ( 3)2 11,2 Y 


Bau und der Größe der Molekeln.!) 
ae Der WQ-Untersuchung wäre, da es sich hier durchgehend 


zugänglich. Allerdings muß die Aussage in praktischer Be- 


-ziehung insofern eingeschränkt werden, als von den in Tab. 5 


5 6 7 
Stickstoff Sauerstoff Fluor 
N, 0, F, 
Acetylen Diimid Wasserstoffsuperoxyd 
(unbekannt) H,0, 
Athylen 
C,H, 
an 
C,H, 4 


nicht bekannt und Fluor wie Wasserstoffsuperoxyd der Unter- 
suchung in experimenteller Beziehung Schwierigkeiten entgegen- 
setzen. Es ist aber auch gar nicht notwendig, sämtliche Stoffe der 
Tabelle zu untersuchen, um einen ersten Vergleich durchführen zu 
können. Es liegt in der Natur einer Kurve, mehr auszusagen 
als ein Punkt. Daher wird man aus dem Vergleich der WQ- 
Kurven von zwei Stoffen möglicherweise Schlüsse ziehen 
_ können, die bei dem Vergleich der gaskinetischen Querschnitte 
oder Molrefraktionen nicht möglich wären. 

1) Weitere Beispiele eines Ganges in den Eigenschaften sind in 
der Tab. 6 gegeben. 
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Es erschien mir am zweckmäßigsten zu sein, mit der 
vollständigen und leicht zugänglichen Stickstoffreihe die Unter- 
suchung über den Hydridverschiebungssatz zu beginnen und 
die Resultate durch die Aussagen der unvollständigen Sauer- 
stoffreihe zu ergänzen. 


Be 3. Experimentelles zur Durchführung der Messungen 


Die Durchführung der Untersuchung erfolgte mit der schon 
früher benutzten und bereits ausführlich beschriebenen!) mag- 
netischen Ramsauer-Apparatur, die unverändert benutzt wurde. 

Als die Arbeiten mit dieser Apparatur nach derjenigen 
Pause wieder aufgenommen wurden, die seit Abschluß der vor- 
hergehenden Untersuchung eingetreten war, zeigte sich, daß 
die schon früher beobachteten Alterserscheinungen der Apparatur 
wesentlich deutlicher geworden waren. Die Wandungen des 
Meßkästchens waren so brüchig geworden, daß sie bei der 
Reinigung an einigen Stellen zerbrachen, so daß neue Stücke 
eingesetzt bzw. eingelötet werden mußten. Verwunderlich ist 
die Sprödigkeit des dünnen Messingbleches nicht, wenn man 
bedenkt, daß sich das Kästchen über zwei Jahre bei sonst 
hohem Vakuum in einem mit Quecksilberdampf gesättigten 
Raume befunden hatte.?2) Die Verseuchung des Apparates durch 
Quecksilber machte sich auch bei den Messungen bemerkbar. 
So war die Schwankung der Einzelpunkte größer als früher; ferner 
war die in den hinteren Käfig gelangendeElektronenintensität 
auch im Vakuum nur ein kleiner Bruchteil derjenigen beider 
Käfige. Elektronen sehr kleiner Geschwindigkeit waren kaum 
mehr erreichbar. Ausglühen der Metallteile des Meßkästchens 
und sorgfältige Reinigung nutzte nichts; vielleicht wirkte sie 
sogar in ungünstigem Sinne, da sie kleine Lageveränderungen 
der Blenden und der Käfige mit sich brachte. 

Wenn ich die Untersuchung mit dieser Apparatur trotz ihrer — 
Mängel durchführte und nicht eine bereits fertiggestellte neue 


1) E. Brüche, Ann. d. Phys. 82. S. 912. 1927. 

2) Um die Apparatur vor weiterer Zerstörung zu schützen, werden 
die Zuleitungsrohre zum Apparatgefäß mit lockerem Goldblatt gefüllt. 
Wie notwendig diese Maßnahme war und wie gut sie wirkte, war an der 
schnellen Amalgamierung des Goldes zu erkennen, die jeweils beneits 
wenige Tage nach der Füllung das lockere Goldblatt in einige schmutzige 
Amalgamtröpfchen verwandelt hatte. 
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Apparatur benutzte, so geschah es aus der Erwägung, daß jede 
Apparatur Kurven ergeben wird, die bis zu einem gewissen 
Grade von denen einer anderen Apparatur abweichen. Ein 
Vergleich der mit der neuen Apparatur gemessenen Kurven von 
C,H, und C,H, mit den schon bekannten Kurven von N, bzw. 
O, würde daher möglicherweise größere Fehler bedingen, als der 
Vergleich der Kurven ein und derselben Apparatur, auch wenn 
sie zuletzt nicht mehr ganz zuverlässig ist. 

Um indessen vor größeren Täuschungen, die bei Benutzung 
der älteren Apparatur möglicherweise hätte auftreten können, 
sicher zu sein, habe ich mannigfache Kontrollen durchgeführt. 
Zunächst wurde versucht, die Argon-Kurve zu verifizieren. 
Während Einkäfigpunkte zufriedenstellend mit früheren Mes- 
‚sungen übereinstimmten, zeigten Zweikäfigmessungen nur bei 


 3WVolt dieselben Werte wie früher, während die Punkte 
unterhalb 3 YVolt bis 5 Proz. zu hoch, oberhalb 3 YVolt bis 
10 Proz. zu tief lagen. Aus diesen Messungen wurde geschlossen, 
daß die Apparatur wohl noch geeignet ist, den Verlauf der 
~WQ-Kurven richtig zu geben, daß ihre Angaben über die quan- 
titative Höhe der Kurven indessen einer Korrektur bedürfen. 
Diese Korrektur wurde in Gestalt einer Reduktion der direkten 
_ Angabe nach den Ergebnissen der erwähnten Kontrollmessungen 
-an Argon und Kohlensäure vorgenommen, wie es später noch 
im einzelnen ausgeführt werden wird. — Ferner wurden zur 
Nachprüfung der neuen Kurven einige Einkäfigpunkte mit 
der erwähnten neuen Apparatur gemessen, deren Einzel- 
heiten indessen erst gelegentlich der folgenden Unter- 
suchung mitgeteilt werden sollen. Der Kurvencharakter fand 
sich vollständig bestätigt. Kleinere Unterschiede bezüglich 
Absoluthöhe und Geschwindigkeitslage der Maxima wurden 
= und sind, soweit es lagern schien, berück- 
4. Resultate der Wirkungsquerschnittsmessungen 
an (CH), und (CH,), 

Zur Durchführung unseres Vergleiches benötigen wir die 
Kurven von Stickstoff N,, Acetylen (CH),, Sauerstoff O, 
und Äthylen (CH,),. Da die Kurven von Stickstoff?) und 


|) E. Briiche, Ann. d. Phys. 82. 


S. 912. 1927. 
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Sauerstoff!) bereits festliegen, besteht die experimentelle Aufgabe 
unserer Untersuchung in der Neufestlegung der Acetylen- und 
Äthylenkurve. 

Wie früher wurden je zwei Gasproben verschiedener 
Herkunft benutzt, deren Reinheit durch Dampfdruckmessungen 
und Kondensationsproben nachgewiesen wurde. Die Über- 
einstimmung der Messungen beider Proben ist ein weiterer 
Reinheitsbeweis. — Bei allen Messungen wurden die Fett- und 
Quecksilberdämpfe mittels einer Schmelze von Kohlensäure- 
schnee in Alkohol ausgefroren; ferner wurde wie schon erwähnt, 
die Apparatur durch oft erneuerte Fallen mit Goldblatt vor 
Quecksilberdampf noch besonders geschützt. 


Acetylen. Gasprobe 1 von der I. G. Farbenindustrie über- 
lassen: Herstellung des Gases nach Cardoso?) aus Calcium- 
karbid und Wasser. Reinigung durch fraktionierte Konden- 
sation und Destillation im Hochvakuum. Nachweis der Ein- 
heitlichkeit und Reinheit des Gases durch Dampfdruck- 
messungen der einzelnen Fraktionen. Abschmelzen der Gas- 
gefäße nach vorheriger Kondensation des Gasinhaltes zur Ver- 
meidung thermischer Zersetzung. — Gasprobe 2 von Hrn. 
Dr. Otto-Danzig bezogen: Herstellung aus Calciumkarbid 
und Wasser.) Reinigung durch Kalilauge, angesäuerte Caleium- 
nitratlösung, Chromsäure, Quecksilberchloridlösung, Natronkalk 
und Phosphorpentoxyd. Kondensation mittels flüssiger Luft 
zur Befreiung von Luftbeimengungen. 

Die Festlegung des Kurvencharakters erfolgte wie früher 
durch Einkäfigmessungen, wobei sich folgender Verlauf ergab: 
Von der oberen Untersuchungsgrenze 7 YVolt bis 3 YVolt 
dauernder und gleichmäßiger Kurvenanstieg ohne Maximum. 


Zwischen 3 und 2 Tendenz horizontal zu verlaufen. 
Daran anschließend ein ausgeprägtes Anfangsmaximum zwischen © 
2 und 1 YVolt. 

Der Charakter der Acetylenkurve ist durchaus sichergestellt. 
Er ergab sich bei allen MeBreihen stets gleichartig, wie es Fig. 1 
zeigt, in der drei MeBreihen fiir das interessante Anfangsgebiet 
wiedergegeben sind. Die beiden ersten wurden mit der älteren 


1) E. Brüche, Ann. d. Phys. 83. S. 1065. 927. 
2) Cardoso, Compt. rend. 151. S. 141. 1910. 
3) L. Moser, Die Reindarstellung von Gasen. Stuttgart 1920. S. 140. 
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Apparatur aber verschiedenen Gasproben aufgenommen. Außer- 
dem sind sie in einem zeitlichen Abstand von 11/, Monat ge- 
messen. In dem letzten Bild ist diesen Meßreihen eine solche 
gegenübergestellt, die mit der neuen bereits erwähnten Apparatur 
erhalten wurde. Man erkennt, daß das Maximum von der neuen 
Apparatur bei etwas kleinerer Geschwindigkeit gegeben wird. 


T T T T | T T 
= = — = _ 
J 
2 
4 m- off E 
. Pap 0%, 
3 
Maximum Maximum 
l l | l l 
7) 7 2 3 40 7 2 3 4 0 7 2 3 4 
Elektronengeschwindigkeit in YVolt 
Ältere Apparatur Ältere Apparatur Neue Apparatur 


Gasprobe 2 Gasprobe 1 Gasprobe 1 


Einkäfigmessungen an Acetylen 
Fig. 1 a 


AuBe stow rn die neue Apparatur mit ihrer tieferen Unter- 
suchungsgrenze, daß die Acetylenkurve bis unter ein Viertel der 
Maximalhöhe wieder abfällt mit der Endtendenz horizontaleren 
Verlaufs. Die quantitative Höhe der Acetylenkurve wurde 
durch Zweikäfigpunkte festgelegt, wozu allein die ältere Ap- 
paratur verwandt wurde. Fig.2 zeigt die aus je vier Einzel- 
messungen erhaltenen Originalpunkte. Reduziert man sie nach 
den im vorhergehenden Abschnitt beschriebenen Ar- und 


CO,-Kontrollen, so erhält man bei größeren Geschwindigkeiten 
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eine etwas höhere Lage bei großen Geschwindigkeiten bedeuten, 
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tiefere Punktlage. Die ausgezogene Kurve ist unter Berück- 
sichtigung aller Messungen und nach Durchführung der Re- 
duktionen gezeichnet, stellt also die quantitative Acetylenkurve 
dar. — Hält man die Reduktion der quantitativen Original- 
punkte nicht für einwandfrei, so würde das eine stärkere Aus- 


prägung des zwischen 2 und 8 YVolt liegenden Absatzes und 


Elektronengeschwindigkeit in Volt 
des Acetylens mit unreduzierten 
quantitativen Punkten 

Fig. 2 


ohne daß dadurch der Charakter der Kurve wesentlich ge- 
ändert wäre. Für die Geschwindigkeitslage des Maximums 
habe ich die Messungen mit der neuen Apparatur als maß- 
geblich angesehen.?) 

Athylen. Gasprobe 1 von der I. G. Farbenindustrie über- 
lassen: Darstellung aus Athylalkohol und Schwefelsäure. 
Verflüssigung, Reinigung durch fraktionierte Destillation und 


1) Vgl. S. 916. 
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Kondensation im Hochvakuum nach Stock und Ritter.) 
Nachweis der Einheitlichkeit durch Dampfdruckmessungen der 
einzelnen Fraktionen. Abschmelzen der Gasgefäße nach vor- 
heriger Kondensation des Gasinhalts zur Vermeidung thermischer 
Zersetzung. — Gasprobe 2 von Hrn. Dr. Otto-Danzig bezogen. 
Darstellung aus Athylalkohol durch Entwässerung mittels 
Orthophosphorsäure bei einer Temperatur von 220 bis 240° (, 


Maximum Maximum 
der 135 Viert der 135 Volt 


l J L | l l 
o 7 3 3 +0 7 2 3 40 7 2 3 4 
Elektronengeschwindigkeit in YVolt 
Ältere Apparatur Neue Apparatur Neue Apparatur 
© Gasprobel @Gasprobe 2 Gasprobe 1 Gasprobe 1 
+ Argon 27. 3. 29 6.—7. 5. 29 


Reinigung des Gases durch alkalische Hydrosulfidlösung, 
Schwetelsäure, Natronkalk und Phosphorpentoxyd. 

Die Durchführung der Äthylenmessungen erfolgte in ganz 
entsprechender Weise wie bei Acetylen. Das Resultat war 
folgendes: Anstieg bei Annäherung von der Untersuchungs- 
grenze 7 YVolt zu einem ausgeprägtem Maximum bei ungefähr 
3 WVolt, dann scharfer Abfall bis zu zwei Drittel der Maximal- 
höhe und Wiederanstieg zu einem zweiten ausgeprägtem Maxi- 


1) Stock u. Ritter, Ztschr. f. phys. Chem. 124. S. 204. 1926. 
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mum zwischen 2 und 1 YVolt, das ungefähr von gleicher 
Höhe ist wie das andere Maximum. 


sebiet 
7 großer Querschnitte 
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25 VVolt 


im Vakuum ..... 
Verteilungskurven ' in Athylen von 0,01 mm — — + — — 2 
Fig. 4 


Eine Schwierigkeit trat bei der Beobachtung des ‘ile 
maximums auf. Während nämlich bei den zuletzt gemessenen 
Versuchsreihen das Maximum deutlich hervortrat, ergaben die 
zuerst gemessenen außerordentlich starke Streuungen, zum Teil 
fast ohne Andeutung des Maximums. Diese Unklarheiten traten 
indessen nur bei den ersten Messungen mit der älteren Apparatur 
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auf, ohne daßes gelang sie aufzuklären. Alle späteren Messungen, 
ebenso wie Vergleiche der Verteilungskurven zeigten immer 
wieder mit großer Deutlichkeit das Vorhandensein eines An- 
fangsmaximums, so daß an seiner Realität wohl nicht ge- 
zweifelt zu werden braucht. Vergleichen wir dazu Fig.3, in 
der drei verschiedene Meßreihen von Einkäfigpunkten, die alle 
das Avufangsmaximum deutlich hervortreten lassen, wieder- 
gegeben sind. Auch hier zeigt sich wieder, daß die neue Apparatur 
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(bei 1 mm Druck und 0°C) 
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Wirkungsquerschnitt in em*/em® 


a 

0 


Elektronengeschwindigkeit in Y Volt 


Wirkungsquerschnittskurve des Äthylens mit unreduzierten 
quantitativen Punkten 
Fig. 5 


die Geschwindigkeitslage des Maximums etwas geringer angibt. 
ER. Die im ersten Bild miteingetragenen Argonpunkte, die zur 
: Kontrolle kurz nach den in das gleiche Diagramm eingetragenen 
Äthylenpunkten gemessen wurden, zeigen eindeutig den be- 
kannten glatten Argonabstieg und lassen so das Maximum bei 
Acetylen überzeugend erscheinen. Einen weiteren Beweis für 
dieses Maximum geben die Verteilungskurven!) von Fig. 4. 
Die Kurven zeigen ein Maximum der Undurchlässigkeit bei 


1) E. Brüche, Ann. d. Phys. 82. S. 912. 1927; insbes. S. 921. 
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~ 1,5 VVolt in Übereinstimmung mit den direkten Messungen. 
Die in gleicher Weise wie bei Acetylen gewonnene quantitative 
WQ-Kurve des Äthylens gibt schließlich Fig.5. Auch hier 
habe ich mich aus verschiedenen Gründen!) dafür entschieden, 
bezüglich der Geschwindigkeitslage des ersten Maximums die 
Angaben der neuen Apparatur als maßgeblich anzusehen. 


0 4 l l 1 i l 1 
0 7 2 3 4 5 6 7 @ 7 2 3 + 5 6 7 


Elektronengeschwindigkeit in ) Volt 


Zusammenstellung der Wirkungsquerschnittskurven 
von Stickstoff und Acetylen = 
Fig. 6 7 


- 
5. Wirkungsquerschnitt und Isosterismus 
Wenn wir jetzt dazu übergehen, das neue experimentelle 
Material im Zusammenhang mit dem eingangs skizzierten 
Problem des H-Kern-Einbaues zu betrachten, so dürfen wir 
1) Es deutet zweierlei darauf hin, daß die aus den Magnetfeldstrom- _ 
stärken der älteren Apparatur errechneten Elektronengeschwindigkeiten rs 
bei kleinen Geschwindigkeiten zu hoch sind. Erstens: die relativ hohe __ 
Grenze der erreichbaren Geschwindigkeiten (1,3 V Volt); zweitens: die 
tiefere Lage der Argonpunkte bei kleinen Geschwindigkeiten, die um 


so ausgeprägter wird, je mehr man sich der unteren Untersuchungsgrenze 
nähert. 
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nicht vergessen, daß es sich hier nicht um eine abschließende 
Behandlung, sondern allein um einen Beitrag handelt. Erst 
nachdem das Material der W Q-Kurven vollständiger und ihre 
theoretische Deutung und Auswertung möglich ist!), wird das 
Problem endgültig gelöst werden können. 
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Entfernte Ähnlichkeit der Wirkungsquerschnittskurven 
7 von Acetylen und Stickoxydul 


Fig. 7 
Das früher diskutierte Beispiel der Reihe Ne-HF-H,0-NH,- 
CH, war gegenüber den neu untersuchten Reihen teils günstiger, 
teils ungünstiger. Günstiger insofern, als es sich gleichsam um 
einatomige Molekeln handelte, denn bei Annahme des Ein- 
dringens der H-Kerne in das Elektronengebäude des Zentral- 
kerns können wir den gesamten Komplex als eine mehr oder 
minder kugelférmige Molekel mit abschließender Achterschale, 

1) Anm. bei der Korr. Es sei hier auf die während des Drucks 
erschienene Arbeit von Holtsmark verwiesen, die uns diesem Ziel 
wesentlich näher gebracht hat. J. Holtsmark, Ztschr. f. Phys. 5. 
8. 437. 1929. 
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als eine Pseudoedelgasmolekel, auffassen, Anders bei Stickstoff 
usw., wo sich stets zwei gleichartige Komplexe zusammen- 
schlieBen. Dabei erhalten wir kein relativ einfach gebautes 
Pseudoedelgas, sondern ein kompliziertes „längliches‘‘ Gebilde 
mit homöopolarer Bindung, das eine Verwaschung derjenigen Er- 
scheinungen erwarten läßt, die durch den H-Kerneinbau be- 
dingt sind. Günstig ist dagegen, daß die zweiatomigen Kom- 
plexe wahrscheinlich nur sehr geringe Dipoleigenschaften be- 
sitzen. Denn gerade die Dipoleigenschaften, die eine sekundäre 


Wirkungsquerschnitt in em*/em" 


Elektronengeschwindigkeit in Y Volt 
Zusammenstellung der Wirkungsquerschnittskurven 
von Sauerstoff und Athylen 
Fig. 8 


Folge des H-Kerneinbaues sind, scheinen nach den Beobachtungen | 
an den Pseudoedelgasen für die WQ-Kurven von wesentlichem 
Einfluß zu sein. 


Stickstoff-Acetylen. Zur Durchführung des Vergleichs sind 
in Fig.6 die WQ-Kurven von Stickstoff und Acetylen zu- 
sammengezeichnet und zwar links diese beiden Kurven allein, 
rechts zusammen mit einer Reihe von Übergangskurven, die 
nach gleichmäßiger Unterteilung des zwischen den gemessenen 
Kurven liegenden Abstandes konstruiert wurden. Die Figur 
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zeigt, daß beide -verglichenen Stoffe ein scharfes 
Anfangsmaximum bei gleicher Geschwindigkeit besitzen, und 
daß es ohne Zwang möglich ist, sich die eine Kurve aus der 
anderen entstanden zu denken. Ich vermute daher, daß dieser 
Kurvenvergleich als ein positiver Beitrag zum Hydridverschie- 
bungssatz anzusehen ist. Diese Anschauung stützt sich besonders 
darauf, daß das charakteristische Anfangsmaximum des Stick- 
stoffs, das auch bei Acetylen auftritt, abgesehen von dem auch 
ähnlich gebauten Kohlenoxyd bei keinem anderen der bisher 
untersuchten 15 Gase so ausgesprochen beobachtet worden ist. 
Das Maximum der N,O-Kurve ähnelt dem der neuen Kurve, wie 
es Fig. 7 zeigt, noch am meisten, doch ist die Ähnlichkeit weder 
am Maximum noch im weiteren Verlauf (Uberschneiden bei 


5YVolt!) auch nur annähernd so ausgeprägt wie bei Stickstoff. 


Sauerstoff-Äthylen. In ganz entsprechender Weise wie bei 
der Reihe Stickstoff-Acetylen sind in Fig. 8 die W Q-Kurven 
von Sauerstoff und Äthylen verglichen worden. Hier ist die 
Vergleichsmöglichkeit von vornherein, wie schon eingangs aus- 
geführt, insofern weniger günstig, als die Kurve des Zwischen- 
gliedes, des Diimids, nicht bekannt ist. Doch auch hier können 
wir sagen, daß man sich die Kurve des Äthylens, die durch- 
gehend über der des Sauerstoffs liegt, aus der letzteren durch 
sinngemäße Erhöhung entstanden denken kann. Auch hier 
finden wir unter den bekannten Kurven nur wenige, die sich 
aus der flachen Sauerstoffkurve ähnlich gut ableiten ließen; 
dagegen sind viele Kurven, z. B. die von CH, Ar, N,, He usw. 
mit ihr nicht vereinbar zu denken. 


ew 
Tabelle 6 
Physikalische Eigenschaften und Mydsidvensshisbenguets 
Radius 
5 6 5 6 5 | ; 
N, 27 | O, 28 N,17| 0,14 N, 27 0,24 8 
(CH), 88 | (NH),— (CH), 23 = — (CH), 37 | (NH), — 
(CH), 89 | (CH), 26 (CH), 38 { 
van der Waals van mid Waals Gaskinetischer Quer- 
Konstante a-10* Konstante b- 104 schnitt in cm?/cm? 
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Wir verglichen bisher nur die Art der Feldwirkung an dem 
Charakter der Kurven. Jedoch lassen sich auch Aussagen iiber 
die Größe der Feldwirkung, d. h. über die Molekelradien machen. 


Wirkungsquerschnittskurven und Hydridverschiebungssatz 
Fig. 9 


Der erweiterte Hydridverschiebungssatz läßt neben der Ahn- 
liehkeit der Feldwirkung einen Gang in der Größe erwarten, 
derart, daß C,H, > N, und C,H, > 0, ist. Weiter sagt er aus, 
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daß in den Horizontalreihen von F, über O, zu N, ein Gang in 
der Größe stattfindet. Bereits die Tab. 4 zeigte für die Re- 
fraktionsdaten einen Anstieg der Werte von Fluor nach links 
und nach unten. Die in Tab. 6 für die van der Waalsschen 
Konstanten und die gaskınetischen Querschnitte zusammen- 
gestellten Daten sagen gleiches. Um auch die WQ-Kurven 
in dieser Hinsicht vergleichen zu können, ist in Fig. 9 eine 
den übrigen Tabellen entsprechende Zusammenstellung gegeben, 
in die auch die gaskinetischen Querschnitte als horizontale, 
gestrichelte Linien eingetragen sind. Die Zusammenstellung 
zeigt erstens, daß die WQ-Werte durchgehend größer sind als 
die gaskinetischen, zweitens, daß in der mittleren Höhenlage der 
WQ-Kurven der vom erweiterten Hydridverschiebungssatz ge- 
forderte Gang vorhanden ist. 

Es liegt nahe, diesen Querschnittsvergleich noch etwas 
weiter in quantitativer Hinsicht auszugestalten. Dazu betrachten 
wir die aus den WQ-Kurven errechneten Querschnitts- 
Quotienten entsprechender Stoffe, die z. B. für die N,-Reihe 
angeben, wievielmal so groß der C,H,-Querschnitt gegenüber 
dem N,-Querschnitt durch die Einlagerung der H-Kerne für 
die verschiedenen Elektronengeschwindigkeiten erscheint. Diese 
Überlegung ist insofern interessant, als wir bei hohen Elektronen- 
geschwindigkeiten ein praktisches Zusammenlaufen der WQ- 
Kurven entsprechender Gaspaare, d.h. Annäherung der Quo- 
tientenkurve an die Asymptote 1 zu erwarten haben. Es gilt 
nämlich nach Me Lennan!) für die Sekundärstrahlung bei 0,3 
Lichtgeschwindigkeit sehr nahe genaue Massenproportionalität, 
wie denn überhaupt nach Lenard 2) die Verhältnisse bei Sekundär- 
strahlung denjenigen bei Absorption ganz analog sind. Da nun 
der WQ bei 0,3 Lichtgeschwindigkeit schon fast ganz durch 
Sekundärstrahlung bedingt ist?), können wir die für den Ab- 
sorptionsquerschnitt geltenden Beziehungen, ohne große Fehler 
erwarten zu müssen, auch auf den WQ übertragen. Das um so 
mehr, als eventuelle Fehler bei den verglichenen Stoffen in 
gleichem Sinne sein werden, sich bei der Quotientenbildung daher 
großenteils wieder herausheben. Wir erhalten so nach dem 


1) MeLennan, Phil. Trans. A. 194. $. 1. 1900. 
2) P. Lenard, Quantitatives über Kathodenstrahlen aller Geschwin- 

digkeiten. Carl Winters Universitätsbuchhandlung Heidelberg. S. 119. 

1925. 

8) P. Lenard, Quantitatives; a. a. O. S. 181, Tab. ool > 
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Massenproportionalitatsgesetz (u =Molekulargewicht) als Asym- 
ptoten fiir unsere zwei Fille: 


‚H, @ Me, 2 
Ys, Hy, 28 Ho, 3 


Diese Asymptoten, die von den Kurven bei 0,3 Lichtgeschwindig- 
keit schon erreicht sein wiirden, bedeuten ein rt der 
WQ-Kurven, das aber in Wirklichkeit nicht auftritt. Nach 
Beckers!) Messungen der Absorption haben wir nämlich 
infolge der übermassenproportionalen Wasserstoffabsorption zu 
erwarten, daß der Quotient 1 überhaupt nicht unterschritten, 
sogar nicht einmal erreicht wird. Nach diesen Messungen dürften 
die wahren Grenzwerte der Quotientenkurven sein: 


Ron,” _ 110: _ 


Damit haben wir einen Punkt unserer Quotientenkurve 
bei 0,8 Lichtgeschwindigkeit gewonnen, von dem ab die Kurven 
ohne weitere Anderung bis zur Lichtgeschwindigkeit weiter 
laufen dürften. Ein weiteres Stück der Kurven ergeben unsere 
neuen Messungen. Beide Stücke sind in Fig. 10 eingetragen, 
wobei Feinheiten?) ganz zu Beginn der Kurven nicht berück- 
siehtigt worden sind. Das durch die gestrichelte Übergangskurve 
vervollständigte Bild sagt aus: Infolge des Einbaues der H-Kurve 
ist der Querschnitt von C,H, bis zu kleinen Elektronen- 
geschwindigkeiten größer als der von N, und der Querschnitt 
von C,H, ist größer als derjenige von O,. Im besonderen bedingt 
der Einbau von 4 H-Kernen bei C,H, eine stärkere Vergrößerung 
wie der Einbau von 2 H-Kernen bei C,H,. Während diese beiden 
Beziehungen über die Querschnittsverhältnisse bei 0,3 Licht- 
geschwindigkeit nur angedeutet sind, verstärken sie sich bei 
Übergang zu kleinen Geschwindigkeiten immer mehr und zwar 
für die O,-Gruppe gegenüber der N,-Gruppe in wesentlich aus- 
geprägterer Weise. So gelten für 0,014 Lichtgeschwindigkeit 
(entsprechend 7 YVolt) und 0,3 Lichtgeschwindigkeit die 


1) A. Becker, Ann. d. Phys. 17. S. 381. 1905. Benutzt wurden 
(a/p)-Werte von den Seiten 457—460. 

2) Der Zahlenwert wurde nach dem Massenproportionalitätsgesetz 
vom Verfasser errechnet. 

3) Ob den hier nicht beriicksichtigten Schwankungen der Quotienten- 
kurven bei kleinsten Geschwindigkeiten ein Sinn beigemessen werden 


darf, kann vorläufig nicht diskutiert werden. 
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durch Tab. 7 dargestellten Verhältnisse. Ist unsere Vergleichs- 
möglichkeit überhaupt berechtigt, so stellen diese Beziehungen 
einen interessanten und mit sonstiger Kenntnis in Einklang 
stehenden Beitrag zu dem Problem des H-Kerneinbaues bzw, 
die Auflockerung durch H-Kerneinbau dar. 
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MutmaBlicher Verlauf der Wirkungsquerschnitts-Quotienten 


bis '/, Lichtgeschwindigkeit 


Fig. 10 


Tabelle 7 
in Bruchteilen der Licht- 
Elektronengeschwindigkeit geschwindigkeit 0,014 | 0,30 
in Volt 50 25000 
von C,H, gegeniiber N, 30°), 12° 
Querschnittsvergrößerung { tes CH, gegenüber O, 100% 4 15", 


Radienvergrößerung ... von C,H, gegenüber N, 14°), 6, 


von C,H, gegenüber O, 41°), Tl 


Fassen wir die Resultate des ganzen Vergleichs wie folgt 
zusammen: Die untersuchten WQ-Kurven widersprechen in 
ihrem Verlauf nicht der Anschauung des Atomchemikers von 
einer entfernten Aufbauähnlichkeit in den Hydridreihen. Sie 
deuten vielmehr darauf hin, daß der Einbau von H-Kernen — 
soweit er nicht Dipole hervorruft — eine einfache Feld- 
vergrößer ist, je mehr 
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H-Kerne gegenüber dem analog gebauten Stoff eingebaut sind. 
(C,H, größer als N,; C,H, viel größer als O,). Bestätigt sich dieses 
Resultat, so hat damit der aus dem Gang der Molrefraktion 
gezogene Schluß, daß bei den Hydriden die H-Kerne in die 
Elektronenhülle eingedrungen sind, eine starke Stütze gefunden. 
Eine weitere Klärung dieser Frage ist einerseits durch die 
Untersuchung der senkrechten Ablenkung bei C,H, und (,H,, 
andererseits durch W Q-Messungen weiterer Reihen zuerwarten. = 
Hier liefert außer der Reihe: F,, H,O,, N;H,, C,H, auch der © 


Tabelle 8 


Isostere Hydridmolekeln der 3 Periode 


4|5|}6/7]|8 5 6 | 7 8 


sip |s la A P=pP | |— 
SiH|PH SH CIH HSi=SiH| HP=PH | HS-SH — 
SiH, PH, SH, H,Si—SiH, | H,P—PH, | — 
SiH, PH, H,Si—SiH, | — 

SiH, 


Hydridverschiebungssatz für die folgende dritte Horizontalreihe 
des periodischen Systems (Tab. 8) geeignete Untersuchungs- 
objekte. 
1. Mit der schon früher benutzten magnetischen Kreis- = 2 
apparatur werden die Wirkungsquerschnitts- Kurven von o 
Acetylen (C,H,) und Athylen (C,H,) festgelegt. 
2. Die erhaltenen WirkungsquerschnittsKurven zeigen 
zwischen 1 und 7YVolt Geschwindigkeit folgenden Verlauf: gr 
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8. Mit Hilfe der neuen Kurven kann an den beiden Reihen 
isosterer Molekeln N,-C,H, und O,-C,H, das Problem des er- 
weiterten Hydridverschiebungssatzes diskutiert werden: Zeigt 
sich bei isosteren Molekeln, bei denen entfernte Aufbauähnlich- 
keiten und ein bestimmter Gang in der Größe vermutet wird, 
entsprechendes auch bei der direkten Kraftfeldsondierung durch 
Elektronen ? 

4. Als Vergleichsresultat wird erhalten: Die Wirkungs- 
querschnitts-Kurven widersprechen in ihrem Verlauf nicht der 
vermuteten Aufbauähnlichkeit und sind in ihrer mittleren 
Höhe wie erwartet gelagert. 


Ich benutze gern diese Gelegenheit, um der I. G. Farben- 
industrie, Werk Oppau, im besonderen den Herren Prof. Grimm, 
Dr. Hochheim, Dr. Kuss und Dr. Ritter für ihr Interesse 
an dieser Arbeit und die Überlassung reinster Gasproben meinen 
herzlichsten Dank auszusprechen. 


Berlin-Reiniekendorf, im Juli 1929. 


(Eingegangen 2. August 1929) 
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- Eine neue Methode zur Bestimmung der 
Br, Temperatur von Glühfäden 


4 


: Von K. Schlesinger > 
(Mit 18 Figuren) ite. 


Inhaltsübersicht: A. Einleitung: Die bekannten Methoden zur 
Temperaturbestimmung an Glühdrähten. — B. Bestimmung der Tempe- | 
ratur aus der Eigenfrequenz des gespannten Fadens: Einführende Be- | 
trachtungen. — C. Theorie für die Temperaturabhängigkeit der Faden- 
frequenz: $1. Aufgaben der Theorie; $2. Wärmebilanz des Glühfadens; 
$3. Theorie des nichtleuchtenden Fadens; $4. Theorie des leuchtenden 
Fadens. — D. Experimentelle Beobachtungsmethoden und Versuchs- 
ug $1. Die Beobachtungsmethoden für die Fadenfrequenzen; 

. Die benutzte Versuchsanordnung. — E. Messungsergebnisse: $1..Aus- 


werte $2. Kontrolle der Ergebnisse. — F. Zusammenfassung. — 
. Anhang: Anwendung des Verfahrens in technischen Betrieben. En s 


A. Einleitung: Die bekannten Methoden zur Temperaturbestimmung 
an Glühdrähten 
Zur Bestimmung der Temperatur von Glühfäden in 

Vakuumröhren existieren bereits verschiedene Verfahren, die 

sich in folgende Gruppen einteilen lassen: 

1. Optische Verfahren: Pyrometrische und photographische 
Methoden. 

2. Thermoelemente. 

3. Aufnahme der Abhängigkeit der Emission vom ver- | 
zögernden Anodengegenpotential bei Maxwellscher 
Verteilung der Elektronengeschwindigkeiten. 

4. Temperaturbestimmung aus der Stromspannungs- ae 
charakteristik der Kathode. u 

Über die Anwendbarkeit dieser Methoden im Einzelfalle N 

ist folgendes zu bemerken: 

Methode 3 erscheint an sich sehr aussichtsreich. Sie 
liefert direkt die Maximaltemperatur der Kathode, und zwar 
unabhängig von ihren Dimensionen und ihrer chemischen 

Beschaffenheit. Dennoch scheint sie sich in der Praxis wenig — 
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eingebürgert zu haben. Für reine Leuchtrébren kommt sie 
naturgemäß nicht in Frage, da solche keine kalten Elektroden 
enthalten. Bei Entladungsröhren ist der Erfolg mit dieser 
Methode an die Erfüllung weiterer Bedingungen geknüpft: 
nur ein kleiner Teil in der Mitte der Glühkathode darf zur 
Emission herangezogen werden; nur gut emittierende Kathoden 
auf hoher Betriebstemperatur kommen in Frage, da sonst die 
bei einigen Volt Gegenspannung erzielbaren Anodenströme zu 
klein werden und die Genauigkeit des Verfahrens sehr stark 
sinkt. 

Messungen mit Thermoelementen sind sehr fehlerhaft, da die 
untersuchten Fadenstellen durch die aufzulegenden Drähte 
unkontrollierbar gekühlt werden. 

Die Praxis arbeitet ausschließlich mit Pyrometern. Die 
charakteristischen Schwierigkeiten dieser Methoden sind: Der 
Einfluß der Glaswände, die Bestimmung des Emissionsvermögens 
der strahlenden Oberfläche des Fadens (letzteres besonders bei 
Oxydkathoden) usw. und sind eingehend untersucht worden. 

Praktisch werden die Messungen an Röhren besonderer 


Bauart — angeschmolzener Tubus mit dünnwandigem Fenster, 
aufgeschlitzte Anoden und dergl. — ausgeführt. 


Bei niedrigen Temperaturen sinkt die Genauigkeit. Cha- 
rakteristisch ist auch hier, daß die Methode bei serienweise 
fabrizierten Röhren gewöhnlicher Art (verspiegelte Glaswände, 
koaxial zylindrische Anoden usw.) nicht anwendbar ist. 

Stellt man diese Forderung, so bleibt allein die Widerstands- 
methode übrig. Man kann zwar die hauptsächliche Fehlerquelle 
dieser Methode, den Einfluß der gekühlten Fadenenden, etwa 
durch geeignete empirische Interpolationsformeln für den 
Temperaturabfall praktisch unschädlich machen. Dagegen ist 
aber zu bedenken, daß sowohl diese Korrektur, wie auch die 
Grundlage des Verfahrens nämlich die keineswegs streng lineare 
Abhängigkeit des spezifischen Widerstandes von der Temperatur, 
auf einer vorhergehenden Eichung mittels pyrometrischer 
Messungen ruht, so daß sich die Schwierigkeiten jener Methoden 
auf diese übertragen. 


Man müßte also auch hier zunächst an einigen Normal- 
kathoden in besonderen Pyrometeranordnungen die Wider- 
standsfunktion aufnehmen, und sie für alle Fäden gleicher Art 
als a priori gültig hinnehmen. Da der Einfluß der dieken Oxryd- 


= 
| 
y 
u 
F 
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? 
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schichten auf die gesamte Leitfähigkeit einer Oxydkathode 
gerade bei hohen Temperaturen nicht geklärt ist und stark 
schwanken kann, entsteht bei solehen besondere Unsicherheit. 

Anders ist es dagegen bei sehr niedrigen Arbeitstemperaturen 
bis etwa 400°C, bei denen noch keine sichtbare Strahlung | 
existiert. In diesem, weit unter den Betriebstemperaturen 
liegenden Gebiete ist das Verhalten des Trägermetalles für _ 
den Gesamtwiderstand bestimmend, und für letzteres wird die 
Widerstandscharakteristik unter der zulässigen Annahme eines yt 
praktisch konstanten, thermometrisch zuverlässig gemessenen 
Temperaturkoeffizienten des spezifischen Widerstandes be- | 
rechenbar. Bei so tiefen Temperaturen, die allerdings an sich _ 
kein praktisches Interesse bieten, scheint die theoretische Er- 
mittlung von T aus dem Heißwiderstand nach Maßgabe der 
Kenntnis der Temperaturverteilung längs des Fadens zu- 
verlässig zu sein. Darauf wird später in Abschnitt C zurück 
zukommen sein. 


 B. Bestimmung der Temperatur aus der Eigenfrequenz des 
gespannten Fadens: Einführende Betrachtungen 


Die neue, im folgenden zu behandelnde Methode zur Er- 
mittlung vom Tax ruht auf rein mechanischer Grundlage. — 

In jeder modernen Glühkathodenröhre wird, um eine 
Durchbiegung des erhitzten Fadens zu vermeiden, im Kalt- 
zustande eine Anfangsspannung S,, die Anfederung angewandt, 
indem der Faden zwischen elastischen Halterungen gelagert 
wird. Unter dem Einfluß dieser Spannkraft stellt die Glüh- 


kathode, die im Kaltzustande eine Massenbelegung von u, 8 | 
cm 


bei einer Kaltlänge I, (em) besitzen möge, eine gespannte Saite 
dar, deren Eigenfrequenz bei kleinen Schwingungsweiten durch: 


1 
1 »„=- / ~o 
( ) 0 21, Uo 


gegeben wird. u 
Wird nun der Faden auf die Temperatur T°[{C] gebracht, von | 
der wir in dieser orientierenden Betrachtung annehmen wollen, 
daß sie über den ganzen Faden hin konstant sei, so beobachtet 
man eine andere, und zwar stets kleinere Eigenfrequenz »v,. 
Es haben sich nämlich infolge der Erwärmung die drei frequenz- 
bestimmenden Größen po, I, und S, geändert, und zwar hat sich 


Rastemmumn der non (Cldhfidon QQn 
4) 
= 
| 
u 
| 
2 
= 
- 
1) 


936 K. Schlesinger 
auf 1,=1,(1+ 8 T) 
vergrößert, q 


Mo 
aut = 

Ho 1+ 87 

verkleinert, und die Anfederung ist auf 


Sr =S,—ell — I) =S,—chBT 
gesunken, worin ß der Ausdehnungskoeffizient des Kathoden- 
trägermetalles ist. ¢ ist dabei die Hookesche Elastizitäts- 

48S 
konstante oder ‚‚Federhärte‘“ der Halterung (c = ist 
= ein Maß fiir die Nachgiebigkeit der federnden Einspannung. 

Man erhält also bei der Temperatur T: 


(2) Vy = Ho 
oder, wenn man die Kaltfrequenz (1) einführt: er arse 
(3) Ir = i { 


. cl. m 
. worin A =? eine für die Größe der Temperaturabhängigkeit 
der Fadenfrequenz bestimmende positive Zahl ist. 
Fig. 1 möge den Temperaturgang der Frequenz (8) ver- 
anschaulichen: 


y 


| 


| 
y= fy : a 
Tre — 
IBA 


Was nun die Größe der drei Einflüsse: 

\T) > Map; (T) 


frequenz ate einer Temperatur T,, = BA . Null wird, da 
dort die Beziehung: = 
S,=chßT, 


besteht, d. h., die effektive Fadenspannung verschwindet. Je fr . 
härter die Halterung und je kleiner die Anfederung, um so 
niedriger liegt die Grenztemperatur. Praktisch sucht man 
diese höher zu legen, als alle möglicherweise vorkommenden 
Betriebstemperaturen, da bei T,, völlige Entspannung, d.h. 
Durchhängen des Fadens eintritt. 


auf die Tonhöhe anbetrifft, so zeigt sich, daß die Spannungs- ke 
änderung die beiden anderen Faktoren bei weitem überwiegt. 
Denn man sieht zunächst bei Betrachtung von (2), daß die | 
Längendehnung und die Verkleinerung der Massenbelegung 
einander entgegen arbeiten; die erstere sucht, den Ton zu ver- _ 
tiefen, die andere, ihn zu erhöhen, und da der letztere Einfluß 
nur genau halb so groß ist, wie ersterer, kommt resultierend 
nur der halbe Einfluß der geometrisch-thermischen Längen- 
dehnung zur Wirkung. 

Dieser ist natürlich sehr klein. Nehmen wir den Wert von 
ß =4,44-10% und T=1000° an, so sehen wir, daß 


Av > 
> 0,2 Proz. betragen würde, wenn sich die Spannung 


des Fadens konstant halten ließe. 

In Wirklichkeit umfassen die zwischen Null und 1000° 
beobachteten Frequenzänderungen Intervalle von 1 bis 8 Ok- 
taven, was ausschließlich davon herrührt, daß die Nach- 


giebigkeit =. der Halterungen praktisch klein ist. 


Die Werte für A liegen schon bei kleinen Verstärkerröhren 
mit etwa 2cm Fadenlänge zwischen 200 und 400. N, 
List man Gl. (3) nach T auf, so erhält man: in seca 
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Man beachte, daß Gl. (3a) als einzige Materialkonstante 
nur noch den Koeffizienten der Längenausdehnung, £, enthält, 
der für Wolfram mit außerordentlicher Präzision von Worthing 
u.a. (1) unter Benutzung der Schwebungsmethode durch 
Kapazitätsänderungen gemessen und fast völlig konstant 
gefunden wurde. 

Da auch A in der Nähe des Kaltzustandes gemessen wird 
(vgl. Abschnitt C. $ 3), ist die Messung also von jeder anderen 
Temperaturmessung im Gebiete hoher Glühtemperaturen un- 
abhängig und bedarf keiner Eichungen. Besonders wichtig ist, 
daß keine Wägungen vorgenommen zu werden brauchen, da 
My in Gl. (3) nicht mehr vorkommt, so daß auch Oxydkathoden 
> die an der Luft vollkommen zersetzt werden würden, in den Kreis 


der Betrachtungen gezogen werden können. 

Da sich nun Frequenzmessungen mit außerordentlicher 
Genauigkeit ausführen lassen (2), ist der relative Fehler, mit 
dem die Durchschnittstemperatur T behaftet ist!), im wesent- 
lichen nur durch die Bestimmung von A gegeben. Die Er- 
mittlung dieser Zahl ist das Kernproblem des ganzen Verfahrens. 

Nach diesen einführenden Betrachtungen soll nun damit 
begonnen werden, das Verfahren theoretisch genauer zu be- 


gründen. 
C. Theorie für die Temperaturabhängigkeit AB = 


der Fadenfrequenz 
§1. Aufgaben der Theorie 

Es sei zunächst der Fragenkomplex dargestellt, den die 
Theorie der Temperaturabhingigkeit der Fadenfrequenz zu 
beantworten hat. 

Das Grundproblem ist die Bestimmung der mechanischen 
Konstanten A. Dazu ist erforderlich, daB man auBer dem bereits 
zur Elimination von u, und S, benutzten Wertetripel des Kalt- 
zustandes: + =0: T =0; v =», noch wenigstens ein weiteres 
v.; Ty für ++ 0 kennen lernt, mit dessen Hilfe aus Gl. (3) 
A folgen würde. Wie sich zeigen wird, ist die den Zusammenhang 
von Fadentemperatur T,, (x Längskoordinate des Fadens) 
und Heizstrom i enthaltende Differentialgleichung in der Um- 


1) Es wird sich später — Abschnitt C, § 4, b) — zeigen, daß die aus 
3a folgende — T sehr nahe mit dem arithmetischen Mittelwert 7 
zusammenfällt. 2 
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gebung des Kaltzustandes, d.h. in einem Gebiet, in dem die 
Abstrahlung vollkommen zu vernachlässigen ist, integrierbar 
und wird in diesem Gebiete die Temperaturverteilung längs der 
Kathode unter Berücksichtigung der Endabkühlung und damit 
auch den Heißwiderstand R,,, ergeben, der als kennzeichnender 
Parameter eingeführt werden wird. 

Da nach Maßgabe der nicht konstanten Temperaturen 
T =f,» auch die Massenbelegung nicht mehr örtlich konstant 
ist, wird die Eigenwertverteilung der Saitenschwingungs- 
gleichung anharmonisch und ihre Aufstellung eine weitere 
Aufgabe der Theorie; und schließlich wird die Längendehnung, 
aus der wiederum die wirksame Fadenspannung S$,,, folgt, eine 
Funktion der mittleren Temperatur und ist gesondert zu be- 
stimmen. 

Damit haben wir dann aber die tatsächlich zu erwartende ; 
Frequenz » =», bzw. vr = (27)? und da T=Tan schon Be 
bestimmt sein sollte, ist der gesuchte Zusammenhang: 


im strahlungsfreien Gebiet gegeben und somit eine Bestimmung 
von A aus einer Funktionalbeziehung, d.h. aus beliebig vielen 
Meßpunkten mit dem Parameter R, möglich. 

Im Gebiete der Arbeitstemperaturen der Kathode soll „g 
dann der Einfluß der Endabkühlung studiert und der Zusammen- 
hang zwischen mittlerer und maximaler Mittentemperatur, 
Tax = fin), allgemein gegeben sowie die erwähnte Frequenz- 
korrektur infolge ungleichförmiger Massenbelegung durch- __ 
geführt werden. 


§ 2. Wärmebilanz des Glühfadens 

“ sei in Fig. 2: 

A, die Kaltlänge der Kathode; 

Q und U ihr Querschnitt und a 

n ihre Wirmeleitzahl ; 

é der Heizstrom; 

a der Temperaturkoeffizient des Widerstandes, wie er aus 
thermometrischen Messungen folgt; 

ß der Ausdehnungskoeffizient des Trigermetalles ; 

0 der Widerstand pro Zentimeter Glihdrahtlinge ; = 

6 = 1,38-10-'?[ealem-? s-! T#) die Boltzmannsche © 
Strahlungskonstante. 


f 
> 


Schlesing 


Dann gilt fiir jedes oe dx die Wärmebilanz: 


aw_ 


öt 
die Heizleistung pro Zentimeter, und T, die Temperatur be- 
 nachbarter Elektroden bedeutet. 
Setzt man Gl. (5) in Gl. (4) ein und führt die Differentiation 
aus, so folgt: 


6) — 0,24 (1 + 015765 ; + Ws, 


worin die pro abgestrahlte 
Leistung bezeichne. 


x20 


Temperaturverteilung 
Fig. 2. 


Da in letztere die Temperatur der Umgebung, d. h. hier 
des Anoden- und Gitterbleches eingeht, entzieht sich Ws, jeder 
genauen analytischen Erfassung und Gl. (6) wird erst wieder 
übersichtlich, wenn die Kathodentemperatur T so hoch ge- 
stiegen ist, daß die Ausstrahlung die Rückstrahlung weit über- 
wiegt, was erst bei Hellglut eintritt. — Auch dann führt der 
Versuch, Gl. (6) zu integrieren, auf Integrale von höherem als 
elliptischem Typus, und man kann nur noch im Einzelfalle bei 
numerisch gegebenen Daten durch Anwendung graphischer 
Verfahren zum Ziele kommen [vgl. Möller-Detels, Lit. (8)]. 

Anders in der Umgebung des Kaltzustands. 

Noch bei beginnender Dunkelrotglut, die, wie aus einer 
Anzahl von Messungen an Glühdrähten von 20 bis 40 «4 Durch- 
messer hervorging, bei einer Heizleistung von rund 2-10-3 Watt 
liegt, ist der Anteil der Abstrahlung klein gegen die durch Leitung 
abgeführte Wärmemenge pro Sekunde. 


er 


worin 
(5) = 024-170, = 


- 
v 
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an (aT\? __ er 
Wir vernachlässigen auch noch 37 (32) gegen 
und behalten nur: 


bei. Auf diese Differentialgleichung baut sich die Theorie des 
nichtleuchtenden Fadens und seiner Eigenfrequenzen auf. 


Theorie des nichtleuchtenden Fadens 


7 a) Die Temperaturverteilung 
Die Randbedingungen lauten: 
T(-2 = T (+ 2) und = 
Letzteres ist nach Simon (5) bis 900°C erfüllt. 
Die Lösung von Gl. (7) ist unter den angegebenen Be- 


dingungen: 


ay 1 cos (k x) 1 
8) 
cos ( | 
worin: 
(9) iV t. 


ist. 
Führt man noch die maximale Temperatur der Mitte ein: | 


(10) Tmax = T(z 20) = 
max ) a cos ( ber 
so kann man auch schreiben: 
“ 
£08 (kx) 008 ( 
: 1 — cos ( 5 ) 


Gl. (10) enthält den Zusammenhang zwischen Maximal- 
temperatur und Heizstrom i, der in k nach Gl. (9) als Faktor 
vorkommt. In dieser Form braucht aber Gl. (10) noch nicht | 
benutzt zu werden. 


‘a Die mittlere Temperatur wird nach Gl. (8): 


ly 
kl 
a tg | 
(11) T = 4 Tid =~ 


Annalen der Physik. 5. Folge. 


| 
Sor 


b) Langendehnung und Widerstandserhéhung 
— Man kann nun für die Längendehnung schreiben: 


+ 
| a Ir= [all +P T) +87), 
-— 
ur 
und für die Widerstandsvergrößerung: 


> 


(13) Rr= 04, (1 +aT)=R(l+aT), 


da « und 5 im betrachteten Temperaturgebiet unbedingt als 
Konstante zu betrachten sind. 

Aus Gl. (12) und (13) folgt unter den dortigen Voraus- 
setzungen die wiehtige Beziehung: 


= 


(14) 


welche gestattet, die unmeßbare Längendehnung durch die 
bequem meßbare Widerstandsänderung auszudrücken. 


Man kann daher schreiben: 
7 a Ry 
\R, 


Das Widerstands-Heizstromgesetz selbst nimmt gemäß 


Gl. (13) und (11) endgiiltig die Form an: TE 
tg (C +i) 
(16) Rr= RG; 


worin die Konstante C nach Gl. (11) und (9): 


ist. — Fig.3 zeigt den theoretisch zu erwartenden Verlauf von 


R, (gestrichelt) und den tatsächlich zu beobachtenden (durch- 
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Man hat in Gl. (16) ein gutes Kriterium für den Gültigkeits- _ 
bereich der Gl. (7) und ihrer Folgerungen. Bei i,, beginnt die — 
Strahlung eine Rolle zu spielen; der starke Anstieg von R geht _ 
in einem Wendepunkt in eine flacher verlaufende Kurve über. _ 
Bemerkenswert ist, daß dieser Punkt P bei zahlreichen 
Messungen an kleinen Verstärkerröhren sehr gut mit dem Glüh- 
beginn zusammenfiel, d. h. mit derjenigen Heizung, bei der das 
an völlige Dunkelheit gewöhnte Auge eben eine schwache 
Dunkelrotglut des Fadens feststellen konnte. Wie oben er- 


| 
| 
Lip 
-Fadenwiderstand in Abhängigkeit von der Heizung 


wähnt, betrug die zugehörige spezifische Heizleistung 
verschiedensten Kathoden mit großer Konstanz etwa 2 } 
watt (vgl. auch Abschnitt E.). 
Nachdem nunmehr T« Gl. (10), Sj) Gl. (15) und 
Gl. (12a) bekannt sind, fehlt nur noch »), um die Bestimmung ~ 
von A zu ermöglichen. 


<= 
2 c) Die Eigenfrequenzen des inhomogenen Fadens 


Da der Faden in der Mitte heißer ist als an den Enden, 
so ist seine Massenbelegung w,,, in der Mitte am kleinsten und 
nimmt nach beiden Seiten zu. Aus der in Gl. (8a) gegebenen 
Temperaturverteilung folgert man ohne weiteres: 


= 


> 
& 
=. 
- 
7 
= 
| 
{ 
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Uo 
cos k x — cos — 
kl 
1 — cos 3 


x Geht man mit diesem variablen «,, in die Differential- 
gleichung des Saitenelements: 


18) _ 6° u 


hinein, worin u die Transversalelongation bei x zur Zeit t be- 
deutet, so erhält man ein Problem vom Sturm-Liouvilleschen 

4 Man erhält bekanntlich alle Eigenfunktionen desselben 

| dureh den Ansatz: 

Ue, t) = Kay Aw, 


welcher aus Gl. (18): 
macht und die Auffindung der Eigenfrequenzen », 
von der Lösung der Gleichung: 


= — (2a v,)? 


(19a) X (av)? + We) X =0 nd. 4 
abhängig macht zu der die Randbedingungen: u 
gehören. 


Es wird sich als weitaus genügend erweisen, wenn hier 
Gl. (19a) unter der Annahme gelöst wird, daß die Inhomogeni- 
täten der Saite nur klein sind. Daß dies in der Tat der Fall ist, 
erkennt man aus der folgenden Schreibung von Gl. (17): 


2 
_ 
5 
om 
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also |py|=1.e liegt noch bei T =2000° in der Größen- 


ordnung von 10, 


Nun wird Gl. (19a): Br 
(21) 


Die Lösung denke man sich nun in der Form: 
(22) X= X, + eX, + 2X, +- 
angesetzt. Stellt man dann den iten Eigenwert: 


x A, = 2nv, Ho 


in gleicher Weise als: 


(23) A; =4,+ eh, e? Ai, 


dar, worin A, den Eigenwert der homogenen Saite, A,, die Eigen- 
wertstörung nter Ordnung bedeute, so folgt nach Einsetzung 
von Gl. (22) und (23) in Gl. (21): 


+ +...) (1+ + 


Man erhält also nacheinander: 

Q4a) +4,2X,=0, 

(24b) X + = Xo (994? — 24, usw. 


Aus der ersten Zeile folgen unter Beriicksichtigung -von 
Gl. (20a) und (20b) die ungestörten, harmonischen Eigen- — 
funktionen: 


X, = cos(A,x) mit i=1,2,3. 


Die gestörte Eigenfunktion erster Ordnung X, läßt sich we. 
unter Berücksichtigung von Gl. (20) in eine Fourierrihe der 
ungestörten Eigenfunktionen : 1 


A 
X, => 4, cos (A, 2) 


entwickeln, und man erhält, wenn man dies in (24b) einsetzt: 
S a, cos (A, 2) (4,2 —A 


iw, 
4 
= 
- 
# 
A. 
t 
5 
= 4 u 
>» 


von — eye bis bleibt nur noch: 


l 
+ 


2(4,,z)da = 4? (A,,z)dz, 
i 


woraus man die erste Eigenwertstörung A, des #ten Eigenwerts 
berechnen kann, ohne die zugehörige Eigenfunktion X. 
selbst zu kennen. 

Die erste Näherung wird dann also: 


. 4 re 
worin 44, =7; und der zugehörige Grundton des Fadens: 


v= (1 + 8 T max 


worin v, die Frequenz bei konstanter Massenbelegung u, wäre. 
Die Berechnung ergibt: 


\] 


worin ¢ durch Gl. (9a) erklärt wurde. 

Eine genaue Bestimmung der Frequenzkorrektur & ist dem- 
nach nur möglich, wenn man c kennt. Letzteres entnimmt man 
am besten der Widerstandscharakteristik des Dunkelgebiets, 
indem man diese mit der Kurve Sis”) mit zweckmäßig ge- 
wähltem m vergleicht. Die erforderliche Konstruktion zeigt 
Fig. 4. Man trägt die zu gleichen Ordinaten gehörigen Abszissen 
i und 2’ beider Kurven in einem neuen Koordinatensystem (i 7’) 
auf und legt eine ausgleichende Gerade durch dessen Ursprung. 
Aus dem Winkel gy, den diese mit der i-Achse einschließt, folgt 
dann: 

e=m+-tgp. 


Zugleich hat man eine gute Kontrolle für das Erfülltsein 
von Gl. (16). Bei schwacher Heizung wird es durchaus genügen, 
;\2 
ct . 
| +) < 1 vorauszusetzen, so daß man &£ ohne weiteres aus dem 


a 
> 
Fi. 
= 
: 
= 
ex: 
“ile 
en 
> 
gemessenen Fadenwiderstand berechnen kann. 
« 
| 
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(c liegt praktisch zwischen 0,01 und 0,1 Milliamp.-!.) 
Nunmehr können wir die genaue Frequenz angeben; zur 


Abkürzung wollen wir die Beobachtungsgröße: E 
27 = 8 4 ) 


einführen und haben dann: 


_ 1+€&,/8,—cl,B 

(28) / 0 
oder nach Einführung der Kaltfrequenz »y: 
(29) 


! 


7% 


Bestimmung der genauen Inhomogenititskorrektur 
4 


Fig. 4 


. . . 
Löst man diese Gleichung nach A auf, so gewinnt man | 
demnach folgendes Ergebnis: 
d) Die Bestimmung der mechanischen Konstanten A 


4 
emessen : 
= 
5 
| Röhre 
widerstandes R, und wenigstens eines weiteren, im nicht- an 


K. Schlesinger 


leuchtenden Gebiet, d. h. links von P in Fig. 3 liegenden Heiß- 
widerstandes R, nach der Gleichung: 
1+ 2) |- 1 2 


worin B und die durch Gl. (27 
und Fig. 4 erklart sind. : 


(30) 


e) Fehlerbetrachtung 


Der Fehler von A, der nach oben Gesagtem (vgl. Abschnitt B) 
im wesentlichen den Fehler des Endergebnisses darstellt, läßt 


sieh wie folgt schreiben: 


(31) 


2 > 
| = 


d.h. bei einer gegebenen Unsicherheit der Frequenz- und 


Widerstandsbestimmung kann die Fälschung von A in der Nähe 
des Kaltzustandes sehr große Werte annehmen und wird um 
so kleiner, bei je größerer Heizung gemessen wird. Dabei ist 
natürlich immer vorausgesetzt, daß man sich im Dunkelgebiet 
befindet. 

Man wird also praktisch stets so vorgehen, daß man die 
Widerstandscharakteristik R,, (vgl. Fig. 3) und die Frequenz- 
kurve », (vgl. Fig. 1) zusammen aufnimmt bzw. durch aus- 
gleichende Kurven darstellt, und von diesen eine ausreichende 
Zahl von Punkten zur Auswertung in Gl. (30) einsetzt, wobei 
nach Gl. (31) den in der Nähe des Glühbeginnes, d.h. des 
Punktes P in Fig. 3 gelegenen Werten größeres Gewicht bei- 
zumessen ist. Am besten trägt man die aus Gl. (30) berechneten 
Werte für die Konstant» A gleich mit in die Figur ein und legt 
eine ausgleichende Parallele zur Abszisse i hindurch. 

In Abschnitt E werden numerische Ergebnisse mit- 
geteilt; hier sei vorweggenommen, daß die Unsicherheit in 


= ‚ den Hauptanteil an dem 
Fehler von A hat und sich schon bei Verwendung technischer 
Zeigerinstrumente unter 5 Proz. halten läßt. Durch Anwendung 
von Kompensationsmethoden für die Widerstandsmessungen 
ließe-sich diese Genauigkeit wesentlich erhöhen und damit auch 
die des ganzen Verfahrens. 


der Widerstandsmessung, also 


A 
=. 
~ 
Ty, 
as 
~ {| 
= 
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Ein Punkt, auf den in diesem Zusammenhange noch be- 
sonders einzugehen ist, ist die Amplitudenabhängigkeit der 
Fadenfrequenz. Den Ergebnissen der vorigen Abschnitte liegt 
die Theorie der unendlich kleinen Saitenschwingungen zugrunde. 
Bei experimentellen Beobachtungen handelt es sich dagegen 
notwendig um endliche Amplituden, deren Mindestwert durch 
die Beobachtungsempfindlichkeit des jeweils benutzten Ver- 
fahrens gegeben ist. Da die Frequenz des vorliegenden Schwin- 
gungssystems Saite-Einspannung infolge der periodischen Zu- 
satzspannungen durch die Verbiegung der longitudinal mit- 
schwingenden trägelastischen Halterung eine ausgeprägte Am- 
plitudenabhängigkeit seiner Eigenschwingung aufweist, wird 
demnach eine Korrekturrechnung von der gegebenen auf die 
klassische Frequenz bei verschwindender Schwingungsweite 
erforderlich. Zu ihrer Durchführung, zu der die theoretischen 
Mittel auf Grund einer Spezialuntersuchung?) vorliegen, ist 
die Kenntnis des Amplitudenwertes bei der Meßfrequenz er- 
forderlich, d.h. die Beobachtungsverfahren für die Frequenz 
müssen auch in dieser Hinsicht quantitativ sein. Wenn auch 
die Möglichkeit hierzu bei sämtlichen in Abschnitt D § 1, II 
aufzuführenden experimentellen Verfahren besteht, so bedeutet 
eine Amplitudenbestimmung gegenüber einer reinen Frequenz- 
beobachtung doch eine erhebliche experimentelle Erschwerung. 
Man wird daher im allgemeinen besser danach streben, die 
Empfindlichkeit der Frequenzmeßmethode so weit zu steigern, 
daß man die Fadenfrequenz bereits bei äußerst kleinen Schwin- 
gungsamplituden ablesen kann, und sich dann mit einer Ab- 
schätzung des Fehlers begnügen, den man begeht, wenn diese 
Frequenz mit der klassischen Eigenfrequenz identifiziert und 
der Auswertungsrechnung im Sinne der vorigen Paragraphen 
zugrunde gelegt wird. 

Zu einer Berechnung des Amplitudenfehlers in diesem 
Sinne dienen nun die folgenden Überlegungen: 


Für die relative Frequenzänderung —— gegenüber der 
v 


Heißfrequenz » bei unendlich kleiner Amplitude H gilt für das 
vorliegende System die Beziehung?) : 


1) Kurt Schlesinger, ,,Saitenschwingungen mit endlicher Ampli- 
tude“; Diplomarbeit. T. H., Berlin. 1928. 
2) Vgl. Diplomarbeit, a.a.O., Gleichung (48a). — 
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Darin sind / und M die Stützenbeiwerte, und zwar ist: 


r cn? 
der Elastizitätsbeiwert, 
m nt 


der Trägheitsbeiwert der Einspannung. c ist hierin dem bisher 
gebrauchten Wert gegenüber durch den reduzierten Wert: 


zu ersetzen, wenn die Dehnbarkeit des Fadens, nicht 


verschwindet. m ist andererseits die äquivalente Translations- 
masse der Stütze und folgt z.B. für einseitig eingeklemmte 
Lamellen aus der Gesamtmasse M gemäß: 


Im Gegensatz zur transversal mitschwingenden Stütze 
wirkt also hier nach Gl. (37) die Elastizität frequenzvergrößernd, 
die Trägheit frequenzverkleinernd. Da also die Trägheit der 
Stütze dem Einfluß ihrer Elastizität entgegenarbeitet, so liegt 
es im Sinne einer Abschätzung, unter Vernachlässigung ihres 
Einflusses eine sicher zu große Frequenzänderung zu berechnen, 


== 6, 
Cp 


indem außer M =0 auch noch also c,= c gesetzt 


wird. 
Für den tatsächlichen Amplitudenfehler gilt dann folgende 

Ungleichung: 

(33) Ay 


v 


He 
° 72, 


oder, nachdem die Heißspannung S, mittels: 


x 


S = S,(1 — ABT) =S, (1 


auf die Kaltspannung S, zurückgeführt ist: 
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mit den Bezeichnungen der Arbeit, womit die gesuchte Fehler - 
abschitzung geleistet ist. 

Der Amplitudenfehler läßt sich also nach Maßgabe des 
auf die Fadenlänge bezogenen Amplitudenquadrates klein 
halten. Er wird im übrigen in dem Maße ansteigen, wie man 
sich der Grenztemperatur T__ der Fadenentspannung nähert. 
Die Messung der Kaltfrequenz », wird also vom Amplituden- 
fehler demnach am wenigsten betroffen. 

Die tatsächlich erzielbare Genauigkeit der Frequenzangabe 
ist also in hohem Maße davon abhängig, wie weit man mit H:/ 
bei der Beobachtung herunter gehen kann. Dies hängt von der 
jeweils benutzten Meßmethode ab und ist daher im Einzelfalle 
besonders zu untersuchen. 


Berechnung des Amplitudenfehlers für die Induktionsmethode 


Für die in Abschnitt D, $1, d) besprochene Induktions- 
methode, die bei der experimentellen Untersuchung in dieser 
Arbeit zur Anwendung kam, werde der Amplitudenfehler 
berechnet. 

Nach dem Induktionsgesetz entsteht an den Klemmen 
des Fadens bei seiner Schwingung mit der Frequenz vg im 
transversalerf Magnetfeld von || Gauss eine Scheitelspannung 
von: 

e Volt. 


Bei ufacher Spannungssteigerung durch einen geeignet 
zu dimensionierenden Eingangstransformator und Vfacher 
nachfolgender Niederfrequenz-Spannungsverstärkung stehen 
ausgangsseitig: 


E =e-u-V 


Volt zur Verfügung. Soll diese Spannung durch ein Telephon 
abgehört werden, so muß sie die Spannungsempfindlichkeit 
des Hörers überschreiten, welche bei der vorliegenden Frequenz 
etwa 1-10-? Volt beträgt.!) Daraus folgt nach Einsetzung der 
Werte für E und e: 

H 108 


(85) 


ur, 
S| 


1) Vgl. z.B. A. Hund, Hochfrequenzmeßtechnik, 2. Auflage. 
Springer. 1928. S. 137. 


= 
4 
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Schlesinger 


Bei einer Messung (vgl. Tab. 2 S. 969) war: 
1=2cem;»,=2600 Hertz; ferner war durchweg: u=20, V =2000, 


Um im erdmagnetischen Felde, = 0,2 Gauss, etwas zu hören, 
brauchte demnach nur: 

H 1 

i 330 
zu sein. Bei einer Amplitude von nur 0,006 em wird demnach 
der Fadenton bereits im Erdfelde hörbar. Der zugehörige 
Amplitudenfehler wird nach Gl. (39), da in diesem Falle A =224 


70. = 200 (355) = 2-10 


bei der Kaltfrequenz. 

Da nun aber praktisch nicht im Erdfelde, sondern in dem 
amal stärkeren Felde eines permanenten Magneten gemessen 
wurde, ließen sich die Amplituden bei gleicher Hörbarkeit 


wie —, die Amplitudenfehler demnach wie „a verringern. Da 


sich ein a =10 schon mit permanenten Magneten leicht er- 
reichen läßt, bedeutet dies, daß die Amplitudenfehler an der 
Grenze der Hörbarkeit zur Größenordnung vog 10, d.h. 
unter die Genauigkeitsgrenze absoluter Frequenzmessungen 


herabsinken [vgl. (2)]. Aus der Möglichkeit, noch bei G ) - 10-3 


zu messen, geht hinreichend die besondere Eignung der ver- 
wendeten Induktionsmethode hervor, da die erzielbare Be- 
obachtungsempfindlichkeit die Amplitudenkorrektur praktisch 
verschwinden läßt. 


= § 4. Der leuchtende Faden 


Ta a) Temperaturverlauf längs der Kathode 
 — Sehon im Abschnitt C, $2 wurde erwähnt, daß die Tem- 
peraturverteilung längs der Kathode sich allgemein explizite 
als Lösung der Differentialgleichung (6) nicht darstellen läßt. 
Graphische Verfahren und sogar Lösungen mit Hilfe 
spezieller mechanischer Integrierapparate, wie sie neuerdings 
von den Amerikanern angewandt werden, führen im numerisch 
gegebenen Einzelfall zu völliger Klärung (vgl. auch Detels, 


i Fi 
| 
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An dieser Stelle muß dagegen angestrebt werden, das 


Problem der zu beliebigen Heizstromdichten gehörigen Faden- 
frequenzen in möglichster Allgemeinheit zu behandeln. 

Als geeignetster Weg hierfür erscheint die Darstellung des 
Temperaturverlaufs durch eine empirische Funktion der Faden- 
länge. Eine solche wurde schon vor langer Zeit von A. G. Wor- 
thing (4) angegeben. 


Temperaturverteilung 


Nach ihm erfolgt der Abfall von T an den ee 


flacher. Man kann in Fig. 5 also schreiben: 


A 


—-P. +a=-r 
Te) = T max F ) 


und diesen Verlauf für die linke Fadenhälfte an der Ordinaten- 
achse gemäß: 
T.- a = T+ x) 
spiegeln. 
Hierbei ist ; + a eine Stelle, bei der T =0 würde; diese 
liegt, da es sich um höhere Temperaturen als 1000° K handeln 
soll, außerhalb der Kathode. a ist angenähert 0,2 em und nur 


größer. 


zunehmen. Diesen Zusammenhang gibt Worthingin Formeiner 


exponentiell und wird mit sinkender Maximaltemperatur immer 


Erfahrungsgemäß muß P mit steigender Maximaltemperatur _ 


Tabelle mit dem Fadenradius r als Parameter 0) Er 


bei sehr dieken Fäden und schwachen Halterungen etwas 


1: 
Ox) = 
m groß 4 
ak 
x=10 x | | 
® 
fig,” 
tye 
=" oul 
| 
= 
4 


Fig. 6 zeigt dagegen, daß man Pir, sehr gut durch gerade 
Linien ersetzen kann, die durch T,, =300° C hindurchgehen, 
gemäß: 

Per = my) (Tmax — 300). 


max) 


Zur Temperaturabhingigkeit des Exponentialfaktors P 
Fig. 6 


Man entnimmt Fig. 6 folgende Interpolationskurve, Fig. 7, 
die den Anstieg m.) der Geraden Pe, für beliebige Draht- 


radien r gibt: 


m 


70 20 YO 30. 


= Berechnung des Exponenten bei verschiedenen Faden durchmessern 
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Wir schreiben Worthings Temperaturverlauf jetzt also: 


— m,) (7 — 300) 
(36 a) T(z) = r.l1—e ( 
und können nun für jede Fadendimension (I, r) den Zusammen- 
hang zwischen der mittleren Temperatur T und der maximale 


T,, wie folgt allgemein berechnen: 


(37) 


(7,, — 300) ( 


Pm |1— ml 
9 300) 


Diese Berechnung ist für drei später gebrachte Röhrenkathoden 
durchgeführt worden (s. Tabelle 1). Fig. 8 zeigt das Ergebnis. 


Extrapolation von mittlerer auf maximale Temperatur 
Fig. 8 


Tabelle 1 


Röhre F adenlänge Fadenradius m, nach Nr. d. Kurve 
(cm) l (u) r | Fig. 7 in Fig. 8 
Doppelgitter. . 2.28 | 115 | 6,05-10-3 | 1 
Loewe 2HF. . | 3,54 19,1 | 4,60-10-3 | 2 
RE 054... . | 2,04 10,0 6,45-10-3 | 3 = 


-4 
>» 
| T= 3 Tad 
| - 
1-—e 
| 
{ 
; 
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An diesem speziellen, später benutzten (Abschnitt E) 
Zahlenbeispiel kann man sehen, daß der Einfluß der Faden- 
dimension recht gering und die Korrektur selbst bei Arbeits- 
temperaturen der Fadenmitte von etwa 1000°C in der an- 
sehnlichen Größenordnung von 10 Proz. liegt, was mit den 
Ergebnissen anderer [Helms, Stead, Detels (6), (7)] durch- 
aus übereinstimmt. 


b) Die Frequenz des glühenden Fadens 


r Pr > . & 
Nach den Ausführungen von C, § 3, e)flg. können wir uns 
hier kurz fassen. 

Die Fadenlänge wird: 


und die als Direktionskraft wirksame ene 


S =S,—clpT, 


so daB die Frequenz sich als Funktion der mittleren Faden- 
temperatur durch: 


3 v 
darstellen läßt. 


Hier ist nur noch die Inhomogenitätskorrektion & zu er- 

klären. Man findet für &, wenn in Gl. (26) für die Tem- 
P(2) 

peraturverteilungsfunktion Gl. (36) eingesetzt wird, folgenden 


Ausdruck: 
Pl 
— Pa 
e f * 
\ 
Pl ((Pi\®, | 
1 


Für höhere Temperaturen, d. h. sobald e ~ < 1 geworden ist, 
wird dieser Ausdruck: 
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um im Grenzfall, bei verschwindender Differenz zwischen 5 
und Tin & = überzugehen. 


3ei praktischen Messungen kann demnach im allgemeinen 
mit Meßgenauigkeit gesetzt werden: 


—. 1- (2) 
(40) 2.8 — Ape oder 


sprochenen Sinne versteht. 
Gl. (40) genügt aber nur dann, wenn A groß genug und die 
ı 


zu messenden Temperaturen so hoch sind, daß e 
gilt. Dies ist praktisch meist gegeben. 
Sollten diese Bedingungen nicht erfüllt sein, so ergeben 
Gl. (37), (88) und (39) zusammen eine gute Beschreibung der 
Frequenzfunktion und damit präzise Ergebnisse. zz 
Als Resultat dieses Paragraphen möge demnach für die WE 
meisten Fälle zusammengefaßt werden: h 
Man benutze eine nach Gl. (33) und Fig. 7 berechnete nts 


Korrekturkurve, die der Umdrehung von der mittleren Tem- ; en 


peratur T auf die maximale Tax dient. 


Länge nach auf der konstanten Temperatur T befände und a 
ein kühlender Einfluß der Halterungen nicht bestünde. 

Mit diesen Ausführungen ist nunmehr alles gegeben, was 
man braucht, um aus den Eigentönen des Fadens seine Tem- 
peratur an jeder Stelle zu berechnen. Nunmehr ist zu zeigen, 
wie man diese Frequenzen selbst experimentell ermitteln kann. — 


D. Experimentelle Beobachtungsmethoden und 


Versuchsanordnung 
$1. Die Beobachtungsmethoden für die Fadenfrequenzen 


Da die Beziehungen zwischen den Fadenfrequenzen und den _ 
Temperaturen nur auf theoretischem Wege erforscht werden 


Annalen der Physik. 5. Folge. 2. 


pV, 
| 
Es gelten dann in guter Annäherung hinsichtlich Tdieselben — 
einfachen Beziehungen [Gl. (8), (36)] zwischen Eigenton und u “3 
=, 
7 
_ 
ki Abschnitt geschehen 1st, bieibt als We 
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Aufgabe des Experiments lediglich die Aufnahme der Eigen- 
frequenzen des Fadens in Abhängigkeit von der Heizung. 

Die an sich denkbaren Möglichkeiten seien in diesem, die 
tatsächlich gewählte Versuchsanordnung in folgenden Para- 
graphen besprochen, wobei die Behandlung gegliedert werde in 


I. die Erregung, 
II. die Wahrnehmung, 


III. die Messung 
Frequenz. 


I. Die Erregung der Fadenschwingungen 


> Die Eigenschwingungen des Fadens können an sich durch 
jede leichte Erschütterung des Glaskolbens entstehen. Besonders 
empfindlich sind hierbei die sehr leichten dünnen Fäden 
moderner Verstärkerröhren für geringe Heizstromstärken, be- 
sonders dann, wenn die Halterung wenig nachgiebig ist. Sehr 
elastische Zwischenglieder zwischen Faden und Glasquetsch- 
fuß können die Erregung der Oszillationen durch kleine äußere 
Erschütterungen erschweren, aber selten ganz unmöglich 
machen. 

Der Nachteil einer Erregung durch Anklopfen an die Glas- 
wand ist, daß im allgemeinen nicht nur die gesuchte Frequenz, 
sondern alle nur möglichen Eigenfrequenzen in der Röhre mit 
anklingen, Es entstehen in Mehrfachröhren oder Mehrfach- 
kathoden die Eigentöne sämtlicher Fäden gleichzeitig und 
außerdem die Aufbauschwingungen, d.h. die Eigenschwin- 
gungen der kalten Elektroden. 

- Daher wurde von vornherein an eine periodische Erregung 
zwecks Ausnutzung der mechanischen Resonanz gedacht. 
Man kann an sich die von Vibrationsgalvanometern her 
bekannten Anregungsmethoden wählen: Stromdurchflossener 
Faden im Magnetfeld oder elektrostatische Ablenkung. 

Am einfachsten und mit allen folgenden Wahrnehmungs- 
methoden verträglich ist aber die Schwingungsanregung durch 
periodische mechanische Erschütterung von außen her. Bei 
schwingungsempfindlichen Fäden genügt es, ein den Eigenton 
gebendes Telephon oder einen Lautsprecher der Röhre zu nähern 
(ein bei Funkempfängern bekannter akustischer Rückkopplungs- 
effekt). 
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Bei den meisten Réhrensystemen wird hingegen die elastische 2 1. 
Nachgiebigkeit der Halterung zuviel Energie aufnehmen. . 

In allen Fällen genügte es, durch einen kurzen starken 
Draht eine Berührung zwischen der Glasbirne und der Telephon- 
membran herzustellen. Die Stärke der Erregung läßt sich dann 
durch Nebenschlüsse zum Telephon bequem regeln. Eine Aus- 
führung dieses Vibrators s. § 2. 


Ganz allgemein hat man es durch diese mechanische Ton- __ 
selektion, die im Hochvakuum außerordentlich scharf ist, in = 
der Hand, unerwünschte Schwingungen von vornherein aus- _ 
zuschalten. Man kann bei Mehrfachröhren und Mehrkathoden- 
röhren leicht jeden einzelnen Faden für sich zum Anschwingen 
bringen und seinen Frequenzgang beobachten. 


- an II. Die Wahrnehmung der Fadenschwingung 

BA Man kann im wesentlichen 4 Wege einschlagen. 

Ar 
a) Optische Beobachtung 


FA 
In den seltenen Fällen, in denen der Faden oder seine 
Halterung von außen sichtbar ist, könnte man, da die Amplituden 
sich leicht genügend steigern ließen, an photographische — 
Schattenaufnahmen im durchscheinenden, bei stärkeren Fäden 
oder Halterungen vielleicht auch im reflektierten Licht auf 
bewegte Filmstreifen denken, wobei entsprechende Vergrößerung | 
anzuwenden wäre. — Doch scheint er dies in praxi wenig aus- 
sichtsvoll. 


Der „Mikrophoneffekt“ 

So bezeichnet man oft die Erscheinung, daß Fadenschwin- 
gungen sich, falls schon thermische Elektronenemission vor- 
handen ist, im Anodenkreis deutlich abhören lassen. Der Effekt 
ist durch Feldstärkeänderungen an der Fadenoberfläche und 
eine dadurch bedingte Steuerung des Elektronenstroms erklärt. — 
Er ist sehr empfindlich und gestattet das Abhören sehr kleiner 
Amplituden. 

Sein Hauptnachteil ist die Unmöglichkeit, dieKaltfrequenz»y, 
und ihre Umgebung aufzunehmen, ferner wird durch ‘in 
Emissionsströme, besonders bei Oxydkathoden eine von der | 
theoretischen Voraussetzung gänzlich abweichende Temperatur- = 
verteilung auf der Kathode hervorgerufen. Immerhin wurden 


3 


einige der unten mitgeteilten Messungen mit dem nieder- 
frequent verstirkten Mikrophoneffekt gemacht. 


c) Aufnahme der Kapazitätsänderung 

Die Änderungen der statischen Kapazität des Fadens gegen 
feste Elektroden sind klein, aber merklich. Die Röhre mit 
vibrierendem Faden ist als Kondensatormikrophon auf- 
zufassen. Die prozentuale Kapazitätsänderung ist angenähert 
gleich der prozentualen Abstandsänderung. Letztere kann z. B, 
bei einer normalen Verstärkerröhre mit 1,5 mm Gitterradius 
und 0,1mm Schwingungsweite, die leicht erzielt wird, 7 Proz. 
erreichen, bezogen auf die Elektrodenkapazität selbst, die 
meist 1 bis 2 em beträgt. 

Leider kommt die Kapazitätsänderung aber in dieser 
Größe nicht entfernt zur Wirkung, da sich die Kapazitäten 
des Aufbaues und der Zuleitungen als ein Vielfaches zur Elek- 
trodenkapazität addieren und die prozentuale Änderung sehr 
herabdrücken. Man wäre auf die empfindlichsten Methoden 
zur Bestimmung von Kapazitätsänderungen angewiesen. Der 
einzig brauchbare Ausweg scheint die Modulation eines 
Hochfrequenzstromes zu sein, d.h. Rieggers Resonanzschaltung 
des Kondensatormikrophons (8). 

Man schaltet die sich ändernde Kapazität zu einer Schwin- 
gungskreiskapazität parallel (als solche würden in diesem Falle 
natürlich die Zuleitungen selbst dienen), und beobachtet mit 
einem Gleichrichter die Schwankungen eines Hochfrequenz- 
stromes, der in unmittelbarer Nähe der Resonanz in diesem Kreis 
von einem auf konstanter Welle schwingenden Sender erzwungen 
wird. Stellt man den Ruhepunkt auf halbe Höhe der Resonanz- 
kurve ein, macht das Dämpfungsdekrement des resonierenden 
Systems so klein als möglich und verwendet sehr hohe Frequenzen 
(‚,Kurzwellen“, 50 m. bei Trendelenburg, a. a. O.), so erreicht 
man eine enorme Empfindlichkeit gegen Kapazitätsänderungen. 

Trendelenburg gibt an, Änderungen von 1,34-10-3 noch 
quantitativ gemessen zu haben. 

Eine Vereinfachung der zitierten Riegger-Trendelen- 
burgschen Anordnung erzielte kürzlich E. Meyer (9). 

Die Methode ist aussichtsreich; sie gestattet die Aufnahme 
des gesamten Frequenzspektrums bei sämtlichen Arbeits- 
bedingungen des Fadens, auch im Kaltzustande. 
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4 
d) Faden im Magnetfeld BE 

Am einfachsten und daher geeignetsten ist die naheliegende, 
Induktionsmethode, die den Vorteil hat, prinzipiell auch au 
Lampen anwendbar zu sein, in denen sich keine kalten Elek- 
troden befinden. ie 

Man läßt den Faden in einem transversalen, 
Magnetfelde schwingen und hört hinter einem guten Nieder- 
frequenzverstärker die tonfrequenten Wechselströme an seinen 
Klemmen ab. Die Frequenz dieser Induktionsströme ist gleich 7 
der gesuchten Fadenfrequenz. Die Methode gestattet, bei An- 
wendung homogener Felder stérende Fadenschwingungen da- 
durch auszuschalten, daß man die Feldlinien parallel zu dem 
störenden Fadensystem einstellt. Dieses wird dadurch auch 
dann unhörbar gemacht, wenn es elektrisch zu anderen Systemen 
parallelgeschaltet ist, die untersucht werden sollen, aber nicht ' 
in derselben Richtung ausgespannt sind. Dieser Fall liegt 
in Mehrfachröhren vor (z. B. bei der „3-NF“-Röhre von 
Loewe). 

Mit dieser Methode wurde im folgenden ausschließlich ge- 
arbeitet. Es zeigte sich, daß die Wechselspannungen an den 
Fadenenden in allen Fällen nach einer etwa 1000-fachen Linear- | | 
verstärkung in guter Telephonlautstärke vernehmbar waren. a 7 
Die Stärke des Magnetfeldes hatte dabei wenig Einfluß. Ein d 
kleiner permanenter Magnet, in die Nähe der Röhre gebracht, 
genügt vollkommen. Auch ganz ohne Magneten, offenbar unter 
Wirkung des Erdfeldes, ließen sich die Fadentöne abhören 
(näheres s. $ 2). 


38 III. Die Messung der Frequenzen 


Da es sich bei Anwendung periodischer Erregungsmethoden 
um ungedämpfte Töne handelt, sind zur Messung nur ebensolche 
Vergleichstonquellen zu empfehlen, damit man die Tongleichheit 
durch Schwebungsbeobachtungen einstellen kann. Bei dem 
großen zu erwartenden Tonspektrum kommt praktisch nur 
ein Röhrensummer mit variabler Toneinstellung in Frage. Vor- 
teilhaft ist die Anwendung der Gitterstrombegrenzung. Eine 
Vereinigung von Tongenerator und Vibrator zu einem Gerät 
wäre denkbar, ist aber für genaue Messungen nicht zu empfehlen, 
da schon die kleinsten Belastungen erheblichen Einfluß auf die 5 
Summerfrequenz haben (1). | 


4 
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$2. Die benutzte Versuchsanordnung Zr 
Ale a) Der Vibrator 
os Der das Erregertelephon speisende Tonfrequenzstrom ent- 
_ stammte einem kleinen Röhrensender, der mit einem Eisen- 
kerntransformator und einer RE 054 betrieben wurde. Vgl. Fig. 9. 
Im Gitterkreis mußte außer Drehkondensatoren von etwa 
2000 cm Maximalkapazität und zuschaltbaren Blockkonden- 
satoren gleicher Größenordnung ein variabler Kondensator von 
150 em zur Feineinstellung vorgesehen werden. Die mechanische 
Selektivität aller untersuchten Röhren war nämlich so groß, 
daß oft schon durch Handkapazität ein Ausweichen aus der 
Resonanz eintrat. 


Der Summer bestrich den gesamten bei den Messungen 
vorkommenden Bereich von 250 bis 2600 Hertz. 
Die Stärke der mechanischen Anfachung konnte durch 
einen parallel zum Telephon liegenden variablen Widerstand 
von 2000 Ohm (Lautstärkeregler) eingestellt werden. Die zum 
Telephon, das etwa 1 m vom Sender entfernt in einem Stativ 
eingespannt wurde, führenden Leitungen waren durch Kupfer- 
blech abgeschirmt. Die Drehkondensatoren mußten, der Hand- 
kapazität wegen, mit Verlängerungsgriffen bedient werden. 
on b) Die Röhre im Magnetfeld. Verstärker 
Fig. 10 zeigt die zu untersuchende Röhre R zwischen den 
Polen eines Magneten M; der zur Membran des Vibratortelephons 
führende Drahtstift ist senkrecht zur Zeichenebene zu denken. 
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Die Anpassung des vergleichsweise kleinen Fadenwider- 
standes an den Gitterwiderstand der Verstärkerröhre geschah 
durch einen entsprechend dimensionierten Niederfrequenztrans- 
formator mit hohem Übersetzungsverhältnis. 

Zur Verstärkung diente eine 3-NF-Röhre von Loewe. 
Dies ist eine Mehrfachröhre, welche drei Röhrensysteme in 
Widerstandskopplung in einem gemeinsamen Vakuum enthält. 
Die Schaltung ist aus Fig. 10 ersichtlich. 


Versuchsrohr im Magnetfelde mit Niederfrequenzverstärker 
Fig. 10 

Um die Wirkung des vom Vibrator herrührenden Streu- 
feldes ausschalten zu können, wurde die gesamte Verstärker- 
anordnung mit Batterien in einen Messingblechkasten von 1 mm 
Wandstärke gebracht, der geerdet und seinerseits mit dem 
gemeinsamen — Pol des Verstärkers verbunden war. Nach 
Umwicklung der kurzen Zuleitungen zum Versuchsrohr R mit 
Kupferblech genügte diese Abschirmung vollkommen. 

Über die beobachteten Erscheinungen, insbesondere den 
Einfluß der Richtung des Magnetfeldes und das Erdfeld vgl. 
$1, d). Bei Annäherung der Vibratorfrequenz an die Eigen- 
schwingung des Fadens beginnt letztere, sich verhältnismäßig 
langsam aufzuschaukeln, und ihre Amplitude und damit Laut- 
stärke kann dann leicht so weit gesteigert werden, daß bei 
Röhren mit kleinem Durchgriff eine Berührung der Gitterdrähte 
eintritt. Aus der Anschwingzeit berechneten sich Dekremente von 


wenigen Promille 
c) Der Meßsender 
Ein Röhrensummer besonderer Bauart, der den zu stellenden 


Anforderungen an Genauigkeit der Frequensbestimmung vollauf 


| 
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genügte, wurde in der ersten Zeit benutzt. Derselbe arbeitete 
mit einem Doppelgitterrohr in einer im Prinzip von Numans- 

 Rosenstein (Phillips) angegebenen Schaltung, bei der die 

Tatsache, daß der Raumladegitterkreis eines Zweigitterrohres 
bei steigender Anodenspannung im Gebiete der Sättigung 
_ fallende Charakteristik besitzt,. ausgenutzt wird, um ohne 
äußere Rückkoppelung einen angeschlossenen Schwingungskreis 
 anzufachen. Der Wegfall äußerer Kopplungsglieder und der 
damit verbundenen Notwendigkeit, den Rückkopplungsgrad bei 
Frequenzänderungen nachzustellen, woraus sich Eichungs- 


ott 


var 


Negadyn als Normalgenerator 
=, Fig. 11 


‚sonders geeignet. Fig.11 zeigt die Schaltung, die sich von der in der 
_ Radiotechnik als „Negadyn“ bekannten Anordnung nur dadurch 
_ unterscheidet, daß derGitterableitungswiderstand von 20000 Ohm, 
_ dessen Einfluß auf die Stabilität sehr bedeutend ist, aus Draht her- 
gestellt, d.h. belastungsunabhängig und nachwirkungsfrei war. 
Sämtliche Batterien waren Akkumulatoren. Das ver- 
wendete Doppelgitterrohr, RE26 mit Wolframkathode von 
Telefunken (2 Watt Heizleistung bei 4 Volt), ist eine aus- 
_ gesprochene Niederspannungs- und Oszillatorréhre für Über- 
 lagerer. Raumladespannung 10, Anodenspannung 16 Volt. 
u L war eine eisenfreie Induktivität von 7,1366 Hy mit 
einer verteilten Wicklungskapazität von 2400 cm; C, ein SH- 
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Glimmer-Stöpselkondensator bis 1 u F; C, ein Präzisions-Seibt- 
Drehkondensator bis 1850,0 cm, der mit einer besonderen 
Doppelbriicke auf etwa 2°/,, genau geeicht worden war. 

Die Einstellung des Summers auf eine als Fixpunkt dienende 
Stimmgabel von 1028 Schwingungen géschah mittels des sehr 
fein regulierbaren Heizkreiswiderstandes Ry. 

Die Reproduzierbarkeit war gut und erfolgte bei praktisch 
gleichen Anodenruheströmen nach einer Einbrenndauer von etwa _ 
20 Min. Die Eichung war mit 8 Stimmgabeln der PTR erfolgt. 

Die größte Ungenauigkeit des Senders betrug etwa 59/9. 
Außer durch das im Anodenkreis dauernd eingeschaltete Tele- 
phon wurde dem Summer keine Energie entzogen. 

Spätere Messungen mußten mit einem Tongenerator aus- 
geführt werden, der ein Dynatron zur Schwingungserzeugung 
enthielt (10). Die Genauigkeit dieses Generators war wesentlich 
geringer; sie betrug 1—2°/,. 


d) Bestimmung von Widerstand und Fadendimension 


Die Widerstandsmessungen wurden mit Volt- und Ampere- 
meter ausgeführt. Größere Genauigkeiten hätten sich durch 
Bestimmung der Fadenspannung bzw. des an einem Normal- = 
widerstand vom Heizstrom erzeugten Spannungsabfalles mit 
Kompensationsapparaten erzielen lassen. 

Der Kaltwiderstand kann bei einer Strombelastung von _ De 
1/, Proz. des normalen Betriebsstromes als vorhanden gelten. 

Die Messungen wurden bei den untersuchten, für 4 Volt nd 
0,4 bis 0,8 Watt dimensionierten Kathoden von Verstärker- 
röhren mit Strömen von 0,1 bis 0,5 Milliamp. ausgeführt. Von u 

0,35-10-3 Amp. ab war ein Absinken des Widerstandes in 
keinem Falle mehr festzustellen. 7 

Die Fadenlänge l, wurde festgestellt, indem die Röhre ete 
quer zu einem feinen, spaltförmig ausgeblendeten 
Lichtstrahl meßbar verschoben wurde. 

Die Querschnittsbestimmung erfolgte durch Wägung. 

Die beiden letzteren Messungen waren nur zur Berechnung 
der in Abschnitt C, $4, a) gebrachten Umrechnungskurven 
von der mittleren auf die maximale Temperatur notwendig. 
Die Genauigkeit, mit der sie angestellt wurden, war weit höher, 
als für diesen Zweck erforderlich ist, da der Einfluß kleiner 
Schwankungen von Längen und Durchmesser der Fäden in diesen u 
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Kurven kaum zum Ausdruck kommt. Zur eigentlichen Aus. 
wertung ist, wie nochmals hervorgehoben werde, weder die 
Kenntnis der Massenbelegung, noch der Fadenlänge erforderlich. 


E. Messungsergebnisse 

$ 1. Auswertungsbeispiele 7 
Um die praktische Handhabung der Methode zu zeigen, 
werde eine Messung und ihre Auswertung genauer beschrieben, 
Es handelte sich um eine Loewe-Zweifach-Hochfrequenz- 
verstärkerröhre modernsten Typs mit Oxydkathode. Um eine 
zuverlässige Kontrolle der Ergebnisse mittels einer gesondert 
durchzuführenden Widerstandsmethode zu er- 
möglichen, wurden in die sonst ungeänderten 
Röhrensysteme zwei thorierte Wolframfäden 
eingezogen. Die Art der Halterung der Fäden 
zeigt Fig. 12. Das besondere gerade dieser 
 Spezialanfertigung bestand darin, daß die 


mechanischen Konstanten 4; = rn der bei- 
1 
den Fadensysteme dadurch so verschieden 
als möglich gemacht wurden, daß die Kalt- 
_ spamnungen S, und S, beim einen sehr 
groß, beim andern Faden dagegen so klein 
gemacht wurden, daß bei diesem schon vor 
’ Erreichung des normalen Betriebszustandes 
Fadenaufhängung völlige Entspannung eintrat. Da die beiden 
der „Loewe 2HF“ Fäden aus demselben Stück geschnitten und 
Fig. 12 die Dimensionen und damit die Kalt widerstände 
praktisch gleich waren, mußten trotz dieser 
Verschiedenheit von A, und A, die T,)-Charakteristiken völlig 
übereinstimmen. Das Ergebnis entsprach diesen Erwartungen 
vollkommen. 
Fig. 13 zeigt für das erste System (straff gespannter 
Faden) die Kurven »;, und R, zwischen Kaltzustand und 
Glühbeginn. Letzterer liegt bei etwa 70 Milliamp. und ist in der 
R-Kurve als Wendepunkt ausgezeichnet. Das nach Gl. (30) 
berechnete A, ist als Funktion des Heizstromes mit seiner 
ausgleichenden Parallelen zur Abszissenachse eingetragen. Dabei 
wurde eingesetzt: 
P =4,44-10-6 (Worthing); « =5,1-10- (Langmuir). 
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Zwischen 50 und 75 Milliamp. ist A merklich konstant. 
Links davon ist die Abweichung von dem konstanten Wert 
durch das Anwachsen des relativen Fehlers, rechts davon durch 
das Aufhören der Gültigkeit der Kaltgesetze erklärt. oe es 


Es ergibt sich aus den eingezeichneten Punkten: en 
A = 189,6 + 8,75. ya 


also auf 2 Proz. genau. nn 


20 


2 2 


Messung an Loewe 2 HF-Röhre: erstes Fadensystem 
Fig. 18 


‘Fig. 14 zeigt den vollständigen Zusammenhang »,, bis zur 
vollen betriebsmäßigen Heizung; und dazu die nunmehr nach 
Gl. (36) und Korrektionskurve Nr.2 in Fig. 8 berechneten 
Maximaltemperaturen Tax = fi). 

Die Grenztemperatur, die bei der Entspannung eintritt, 
liegt bei T = FA — 11880 bzw. Tmax = 12550 C. 

Für das zweite System mit dem schwach gespannten Faden 
zeigt Fig. 15 die »;- und Rj-Kurve im Anfangsgebiet. Die 
ebenfalls eingezeichnete A-Kurve zeigt außerhalb des zu be- 
nutzenden Intervalls wieder dieselben charakteristischen Ab- 
weichungen wie in Fig. 13. — Es ergibt sich im Mittel: 
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Die zugehörige Grenztemperatur ist: T =. =597°; 


Fig. 14 


Alv 
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Temperatur- und Frequenzgang zu Fig. 13 und 15 


Die aus dem Frequenzgang von Fig. 15 berechneten Maxi- 
maltemperaturen sind mit in Fig. 14 eingetragen. 


Fig. 15 


Die Übereinstimmung ist um so besser, 


Messung an Loewe 2 HF-Röhre: zweites Fadensystem 


je stärker die 


Heizung ist. Daß die Temperaturen des zweiten Systems bei 
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gleichem Heizstrom stets höher liegen als die des ersten, ist 
eine Folge etwas höheren Fadenwiderstandes, (8,14 Ohm 
Kaltwiderstand gegenüber 3,04 Ohm beim ersten System.) 
Aus demselben Grunde liegt auch der Glühbeginn beim zweiten 
System bei etwas niedrigerer Heizung (65 Milliamp.) als beim 
ersten. 

Trotz 100 prozentiger Verschiedenheit der mechanischen 
Konstanten sind also die Temperaturcharakteristiken voll- 
kommen inzident, was für die Methodik eine gute Stütze be- 
deutet. 


‚Außerdem wurden u.a. noch zwei Verstärkerröhren ganz 
anderer Konstruktion untersucht, und zwar eine RE 054 von 
Telefunken und eine Doppelgitterröhre von Radio-Rekord. 
Bei beiden ist der etwa 2 em lange thorierte Wolframfaden 
zwischen kurzen starken Drahtstielen ausgespannt. Die Feder- 
härte e und damit die Frequenzänderung pro Grad Tempe- 
raturerhöhung ist, — bei annähernd gleicher Anfederung — 
bei beiden größer als bei den nach Fig. 12 gefederten Loewe- 
2 HF-Röhren. Nach dem. über die Auswertung Gesagten 
können die Ergebnisse in Tab.2 kurz angegeben werden. 
Fadendimensionen vgl. Tab. 1. 


Tabelle 2 


Röhre Fadenlänge| Kaltwider-|Kaltfrequenz| A 
stand 
| | Ry 
Doppelgitter | 2,28cm | 6,002 | 1010Htz | 264,0 | 954 
RE 054. . 2,04 | 6,56 2600 | 224,2 1096 


Die zugehörigen Kurven für vo, Rw, Tiümaz vgl. Figg. 16 
bzw. 17. 


$ 2. Kontrolle der Ergebnisse 


Es ist noch von Interesse, die absolute Genauigkeit des 
Verfahrens kennen zu lernen, d.h. an denselben Röhren 
Temperaturbestimmungen nach anderen Methoden anzustellen. 
— Da sämtliche Röhren verspiegelt waren, kam hierfür nur 
die Widerstandsmethode in Frage. Diese ist für Kathoden 
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mit nur molekularen Oberflächenschichten noch verhältnis- 
mäßig glaubwürdig. Sie versagt nur bei dieken Überzügen. 
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Der Widerstand bei einer Temperaturverteilung T'., ist 

ja gegeben durch: 

R, = R, (1+ T) 
d.h. man kann annehmen, daß sich, wenn man mit der mitt- 
leren Temperatur J’ rechnet, die gemessenen Widerstände 
verhalten wie die spezifischen Widerstände o7:0,, solange « 
hinreichend konstant ist. Die Maximaltemperaturen entnimmt 
man zu den T aus Fig. 8. 

Für die Abhängigkeit des spezifischen Widerstandes o 
von der Temperatur liegen für Wolfram amerikanische Messungen 
vor, und zwar von Langmuir (11) und H. A. Jones (12). 
Beide Kurven sind in Fig. 18 wiedergegeben. Ir 


fre 
cm] 


= für Wolfram. a Langmuir. b Jones 
Fig. 18 


Jones erhält durchweg kleinere Werte als Langmuir 
für den Temperaturkoeffizienten, der bei beiden bis zu den 
höchsten Temperaturen recht gut konstant bleibt, und steht 
damit im Einklang mit deutschen Messungen (Pirani, Hol- 
born). Gemessen wurde im Wasserstoffstrom mit Thermo- 
elementen, bei über 10000 mit Pyrometern bei elektrischer 
Heizung. 

Bei beiden ist: o, = 5,0:10-# Ohm em. 

Das Ergebnis der Kontrolle gibt Tab. 3. Die Ergebnisse 
stimmen gut überein; die Abweichungen werden durch die 
Fehlerintervalle überdeckt. 

Es wurde außerdem noch versucht, eine Temperatur- 
bestimmung aus der Abhängigkeit der Emission vom Gegen- 
potential vorzunehmen; dies war jedoch bei sämtlichen Röhren 
infolge zu kleiner Gesamtemission unmöglich bzw. zu ungenau. 
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T Tabelle 3 
Röhre v T Abw. T Abw. T 
Amp. Langmuir | Jones | aus » 


Loewe Syst. 1 0,182 1105 +4,0°/, | 1140 +7,0°/, | 1060 
Loewe Syst. 2 0,100 695 -1,8 | 708 -- 708 
RE 054... 0,064 985 -3,3 1008 -1,6 1018 (» = 810) 
Doppelgitter . 0,100 918 +08 | 940 +3,2 910 


F. Zusammenfassung 

. Es wird ein Verfahren beschrieben, welches gestattet, die 
Temperatur eines Glühfadens aus der Temperaturabhängigkeit 
seiner Eigenschwingungen zu ermitteln, die er als gespannte 
Saite ausführt. 

In den ersten theoretischen Kapiteln wird diese Abhängig- 
keit genauer untersucht. Dabei ergibt sich, daß die Frequenz- 
abhängigkeit sich genau darstellen läßt, wenn man die Frequenz 
im kalten Zustande, »,, und außerdem eine mechanische Auf- 
baukonstante A kennt. Die experimentelle Bestimmung der 
letzteren geschieht durch Aufnahme der Widerstandscharak- 
teristik im Dunkelgebiet der Fadenheizung. 

Die daran anschließende Untersuchung des strahlenden 
Fadens wird durch Einführung einer empirischen Temperatur- 
verteilungsfunktion auf das Problem des konstant tempe- 
rierten Fadens zurückgeführt. 

Im folgenden experimentellen Teil werden zunächst die 
Möglichkeiten aufgezählt, die zur Beobachtung der Faden- 
frequenzen prinzipiell zur Verfügung stehen, und dann die 
verwendete Versuchsanordnung beschrieben, bei der der Faden 
im konstanten Magnetfelde schwingt und seine Klemmen- 
spannung verstärkt und abgehört wird. 

Die Verwendung eines Negadyns als Normaltongenerator 
wird dann beschrieben. 

Die erzielbare Genauigkeit hängt, wie gezeigt wird, von 
der Genauigkeit ab, mit der Frequenzen und Widerstände 
gemessen werden können. Sie läßt sich daher prinzipiell sehr 
hoch treiben. Voraussetzung ist dabei, daß die Empfindlichkeit 
der Beobachtungsmethode es gestattet, mit sehr kleinen Schwin- 
gungsamplituden zu arbeiten. 

Bei den mitgeteilten Messungen ist der relative Fehler 
nicht sehr klein (2—5 das erklärt sich durch die Ver- 
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wendung von 2 Paaren von Zeigerinstrumenten bei den Wider- 
standsmessungen, deren Absolutangaben stets einseitige Fehler 
aufweisen. 

Dennoch stimmen die Absolutwerte der Ergebnisse mit 
den nach reinen Widerstandsmethoden gewonnenen Resultaten 
innerhalb der Fehlerintervalle sehr gut überein. 


G. Anhang 
Anwendung des Verfahrens in technischen Betrieben | 


Das geschilderte Verfahren ist praktisch anwendbar bei 
allen fabrikmäßig hergestellten Glühkathodenröhren, in denen 
einer oder mehrere Fäden zwischen zwei Halterungen aus- 
gespannt sind, wobei von derartigen Heizfadensystemen auch 
eines oder mehrere in denselben Kolben eingebaut sein können, 
der nicht durchsichtig zu sein braucht. 

Diesen Vorteil der Anwendbarkeit bei Serienfabrikaten 
hat die neue Methode nur noch mit der Temperaturbestimmung 
durch reine Widerstandsmessungen gemeinsam. Sie ist diesen 
Methoden aber überlegen, sobald Oxydkathoden untersucht 
werden sollen; besonders aber dann, wenn es sich um gealterte 
Röhren handelt, deren Fäden stellenweise dünner geworden 
sind. Während dann die Widerstandsmethode völlig versagt, 
bleibt die Schwingungsbeobachtung zuverlässig, weil, wie ge- 
zeigt, die Inhomogenität der spezifischen Masse auf die Frequenz 
sehr geringen Einfluß hat. 

ei einer Anwendung in Fabrikbetrieben kann nun die 
Versuchsanordnung und die Auswertung noch wesentlich ver- 
einfacht werden. 

Die Erregung und Messung der Fadenfrequenz kann in 
demselben Gerät vorgenommen werden. Zu dem Zweck wird 
an einen geeichten Röhrensummer, dessen Drehkondensator- 
skala zweckmäßig nach Frequenzen geteilt wird, unter Zwischen- 
schaltung eines ein- oder mehrstufigen mögliehst rückwirkungs- 
freien Niederfrequenzverstärkers das erregende Telephon an- 
geschlossen. 

Die wechselnden Belastungen, die bei der Erschütterung 
der Glaswand der Versuchsröhren durch die Membranen dieses 
Telephons auftreten, können dann die Frequenz des steuernden 
Tonsenderohres nicht mehr sonderlich beeinflussen. 
Annalen der Physik. 5. Folge. 2. 
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Erregertelephon und Feldmagnet können besonders aus- 
geführt werden; zweckmäßig wird man beide zu einem Apparat 
mit Handgriff vereinigen. Außerdem wird man den Draht- 
stift, der zur Übertragung der Vibrationen auf den Kolben 
des Versuchsrohres dient, gleich fest auf der Membran des 
Telephons anbringen.?) 

Zur Verstärkung genügt einer der üblichen Dreifach- 
Niederfrequenzverstärker in gut abschirmendem Metallblech- 
kasten vollkommen, der Effekt ist dann in praktisch aus- 
reichender Lautstärke hörbar. 

Die Auswertung vereinfacht sich ebenfalls recht erheblich. 

Die Dimensionen der Glühfäden sind bei der Massenher- 
stellung mit modernen Fabrikationsmethoden sehr gleichmäßig. 
Besonders trifft dies für die Fadenlänge |, zu, bei der Schwan- 
kungen bis zu 10 Proz. kaum vorkommen. Es braucht daher 
nur ein für allemal eine Korrekturkurve Tuax=fgz) nach 
Fig. 8 berechnet zu werden, zumal der Einfluß von r und | 
auf diese Umrechnung nicht groß ist. 

Aus demselben Grunde wird der Kaltwiderstand R, nur 
wenig schwanken, so daß es unter Umständen genügt, nur 
einen oder zwei Heißwiderstände in der Nähe des beginnenden 
Glühens aufzunehmen, um sofort die Konstante A mit ge- 
nügender Sicherheit zu kennen. 

Die Rechenarbeit bei der Bestimmung von T aus der 
zugehörigen Heißfrequenz kann durch Kurventafeln oder 
Nomogramme weiter vereinfacht werden, so z. B. durch eine 
Tafel für Gleichung (40), die mehrere Kurven T =f,) mit A 
als Parameter enthält. 

Die Messungen können dann in kürzester Zeit durch ein- 
faches Abhören der Fadentöne an großen Stückzahlen erfolgen. 

Genauigkeiten bis auf 5 Proz. lassen sich ohne Schwierig- 
keit erreichen. 

Literatur 

Spezielle Literatur über Glühfadenschwingungen oder ihre An- 
wendungen existiert nicht. 
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1) Es können auch mit Vorteil Systeme elektromagnetischer Laut- 
sprecher benutzt werden. 
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Uberstruktur und magn etische Suszeptibi lität 
im System Kupfer-Gold') 
Von H. J. Seemann und E. Vogt 


(Mit 1 Figur) 


1. Einleitung 


In letzter Zeit sind an einigen metallischen Mischkristallen 
eigenartige Umwandlungserscheinungen gefunden und in ihrem 
physikalischen Verhalten untersucht worden. Es handelt sich 
um Umwandlungen, die sich in homogener Phase offenbar ohne 
Umkristallisation (einphasig) in einem mehr oder weniger aus- 
gedehnten Temperaturbereich vollziehen und von abnormen 
Änderungen des Wärmeinhalts und des elektrischen Leit- 
vermögens begleitet sind.?) 

Im System Kupfer-Gold, das eine lückenlose Mischkristall- 
reihe bildet, treten derartige Umwandlungen in der Gegend der 
Legierungen mit der Zusammensetzung Cu,Au und CuAu auf; 
sie sind gegenüber den gleichartigen Umwandlungen etwa im 
Cu-Zn-f-Mischkristall (#-Messing) noch dadurch eigentümlich, 
daß sie sich durch Abschrecken aus hoher Temperatur unter- 
kühlen lassen. Kühlt man einen Kupfer-Gold-Mischkristall 
der Zusammensetzung Cu,Au nach mehrstündiger Glühung 
dicht unterhalb des Schmelzpunktes langsam über das Um- 
wandlungsintervall (zwischen 300 und 400° C) ab, so zeigt das 
Röntgenbild an sog. „Überstrukturlinien“ regelmäßige An- 
ordnung der ineinander gelösten Atome im gemeinsamen 
regulär-flächenzentrierten Raumgitter: im Elementarwiirfel 


1) Vorgetragen in der Sitzung des Gauvereins Hessen der Deutschen 
Physikal. Gesellschaft am 22. Juni 1929 in Nauheim. 

2) Vgl. C.H. Johansson und J.O.Linde, Ann.d. Phys. 78. 
S. 439. 1925; 82. S. 449. 1927; G. Tammann und O. Heusler, 
Ztschr. f. anorg. Chem. 158. S. 349. 1926; G. Borelius, C. H, Jo- 
hansson und J. O. Linde, Ann. d. Phys. 86. S. 291. 1928. 
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sind dann die Eckpunkte durch Goldatome, die Flächenmitten 
durch Kupferatome besetzt.!) Uberspringt man, was eben für 
Kupfer-Gold möglich ist, die Umwandlung durch Abschrecken 
der vorher auf Glühtemperatur gehaltenen Legierung, so zeigt 
das Röntgenbild aus dem Fehlen der Überstrukturlinien 
statistische Unordnung der beiden Atomarten im Gitter. Beide 
Fälle, regelmäßige Anordnung und statistische Unordnung 
unterscheiden sich durch erheblich verschiedene Werte des 
elektrischen Leitvermögens. 

Bei der Zusammensetzung CuAu ist eine Umwandlung 
festgestellt, die das gleiche physikalische Verhalten wie die 
Umwandlung bei Cu,Au zeigt. Die langsam gekühlten Legie- 
rungen dieser Zusammensetzung (mit Überstruktur) besitzen 
jedoch ein tetragonales Gitter im Gegensatz zu den schnell ge- 
kühlten Legierungen, die das dem Mischungsgesetz entsprechende 
kubisch-flächenzentrierte Gitter der reinen Komponenten haben. 
Das tetragonale Gitter entsteht aus dem kubischen durch 
Verkürzung einer Achse; die Atomverteilung ist dann so, 
daß entlang dieser Achse die dazu senkrechten Netzebenen 
abwechselnd mit Gold- und Kupferatomen besetzt sind.!) In 
diesem Fall ist also die Umwandlung im Gegensatz zu der 
Umwandlung bei Cu,Au mit einer Änderung des Gitters ver- 
bunden. Doch ist es nach den Röntgenbefunden wahrscheinlich?), 
daß auch bei CuAu die Umwandlung einphasig und stetig ver- _ 
läuft, was bei dem engen Zusammenhang der beiden Gitter 
durchaus möglich ist. 


Da diese ,, Uberstrukturumwandlungen“, wie schon bemerkt, 
von Wärmetönungen und starken Änderungen gewisser physi- 
kalischer Eigenschaften begleitet sind, so ist ihnen durch die 
Annahme einer bloßen räumlichen Umgruppierung der Metall- 
atome im Gitter kaum Genüge getan; man wird vielmehr _ 
Änderungen der Bindungsverhältnisse zwischen den beiden 5 
Atomarten anzunehmen haben und käme etwa zur folgenden 
„chemischen“ Deutung: In der Nachbarschaft der Legierungen _ 


1) Modelle dieser Raumgitter bei C.H. Johansson und J. 0. 
Linde, a. a. ©. I. S. 447 u. 451. 

2) G. Borelius, C.H. Johansson und J.O. Linde, a.a. O. S. 297. 
Die gegenteilige Ansicht vgl. bei W. Gorski, Ztschr.f. Phys. 50. S.68. 1928; — 
auch M. Le Blanc, K. Richter und E. Schiebold, Ann. d. Phys. 86. 
8. 929. 1928. 
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mit den einfachen Atomverhältnissen Cu,Au und CuAu bilden 
sich bei langsamer Abkühlung in den Mischkristallen die ,,inter- 
metallischen Verbindungen“ Cu,Au und CuAu aus, denen die 
beschriebenen Gitter mit regelmäßiger Anordnung der Gold. 
und Kupferatome entsprechen, erkennbar an den Überstruktur- 
linien im Réntgenbild. Bei Temperaturen oberhalb des 
Umwandlungsbereiches „‚‚dissoziieren“ diese Verbindungen, 
und es bildet sich eine statistisch ungeordnete Vertei- 
lung der beiden Atomarten im kubisch-flächenzentrierten 
Gitter aus. 

Die vorstebend beschriebenen einphasigen Umwandlungen 
stehen in offensichtlicher Beziehung zu den ferromagnetischen 
Umwandlungen.) Auch der Übergang vom ferromagnetischen 
zum paramagnetischen Verhalten bei der „magnetischen 
Umwandlungstemperatur“ (Curiepunkt) scheint stetig in 
homogener Phase zu erfolgen und erhält durch die jüngsten 
Untersuchungen der einphasigen Umwandlungen eine ganz neue 
Beleuchtung. 

Im Hinblick auf diese Tatsache schien es von Interesse, 
auch bei nicht ferromagnetischen Metallen das Verhalten der 
magnetischen Suszeptibilität bei einphasigen Umwandlungen zu 
verfolgen. Besonders günstig erscheint für diesen Zweck das 
diamagnetische System Kupfer-Gold, da es wegen der Unterkühl- 
barkeit der Umwandlung in diesem Falle möglich ist, die 
magnetische Suszeptibilität in den zwei verschiedenen Zu- 
ständen, mit und ohne Überstruktur, bei Zimmertemperatur 
zu messen. 

Es sei noch darauf hingewiesen, daß die Kenntnis des 
magnetischen Verhaltens von steigender Bedeutung für die Elek- 
tronentheorie der Metalle zu werden verspricht.?2) Neben den 
elektrischen Eigenschaften ist es ja der Magnetismus, der die 
unmittelbarste Kunde von dem Verhalten der Elektronen im 
Metallgitter gibt. So scheinen ganz abgesehen von dem speziellen 
Fall der einphasigen Umwandlungen Messungen der magnetischen 


1) C. H. Johansson, Ann. d. Phys. 84. S. 976. 1927; O. Heusler, 
Ztschr. f. anorgan. Chem. 171. S. 126. 1928; Tammann und Heusler, 
a. a. 0. S. 358. 

2) Vgl.z. B. W. Pauli, Ztschr. f. Phys. 41.8. 81. 1927; L. Rosen- 
feld, Naturw. 17. S. 49. 1929. Ferner einen demnächst in der Ztschr. 
f. techn. Phys. erscheinenden Bericht von H. J. Seemann. 
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Suszeptibilität metallischer Legierungen in Beziehung zum Hs 
Gleichgewichtsdiagramm an Interesse zu gewinnen.!) 

Die im folgenden beschriebenen Messungen wurden daher | 
in doppelter Absicht unternommen: 1. die Suszeptibilitäts- : ae 
kurve in Abhängigkeit von der Zusammensetzung der Gold- 
Kupferlegierungen festzulegen, 2. den Einfluß der einphasigen _ 
Umwandlung auf die Suszeptibilität bei Legierungen der Zu- — 
sammensetzung Cu,Au und CuAu zu bestimmen 


ass 
2. Versuchsmethode eS 


Zur Messung der magnetischen Suszeptibilität wurde die 
Wägungsmethode nach Gouy benutzt. An einer Analysenwaage - 
von Bunge hing an einem 1 m langen — gegen Luftströmungen 
sorgfältig geschützten — Gehänge zwischen den Polen eines 
Elektromagneten von Hartmann & Braun ein Glasréhrchen, © in 
das die zylindrische Metallprobe (Linge 10 cm, Durchmesser 
0,5 em) trug. Die obere Endfläche des Metallstabes befand sich 
in Höhe der Polachse des Magneten. Die Wägung mit undohne © 
Magnetfeld erfolgte durch Schwingungsbeobachtung mit mikro- 
skopischer Ablesung, bei sorgfältiger Konstanthaltung des ee 


Magnetstromes. Die Ausmessung des Magnetfeldes mittels — vn 
einer Wismutspirale von Hartmann & Braun ergab in der 
der Stabenden 13900 bzw. 900 Gauss. Zur Bereehnung der . er 
Massensuszeptibilität 7 mußte noch die Dichte der Proben j 

nach dem Auftriebsverfahren gemessen werden. ae 


Parallel mit der magnetischen Suszeptibilität wurde die 
elektrische Leitfähigkeit der Legierungen gemessen, deren Be- 
einflussung durch die einphasige Umwandlung ja bekannt ist?), - 
und die somit eine Kontrolle fiir das Eintreten der Umwandlung Yo 
abgibt. 


1) Solche Messungen an verschiedenen binären Legierungen ent- _ 
halten die neueren Arbeiten von: H. Endö, Sc. Rep. of the Téhoku Imp. 
Univ. (1) 14. S. 479. 1925; J. F. Spencer und M. E. John, Proc. Roy. 
Soc. (A) 116. S.61. 1927; W.G. Davies und E. S.Keeping, Phil. Mag. 
(7) 7. S. 145. 1929. 

Es hat sich dabei ein sehr auffälliges Verhalten gewisser Legierungen _ 
ergeben: magnetische Suszeptibilitäten, die weit außerhalb der Werte 
der reinen Komponenten liegen. 


2) N. Kurnakow, S. Zemezuzny und Zasedatelev, Journ. of 


the Inst. of Metals 155. S. 305. 1916. 
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Zur Untersuchung gelangten neben den reinen Met tallen 
Gold und Kupfer die folgenden vier Legierungen!): 


Gewichtsproz. Atomproz. 
Au?) | Au 
25,05 9,71 
50,75 24,95 fe 
89,63 73,62 am 


Bei den Legierungen II und III wurde möglichst genau 
das Atomverhältnis CuAu bzw. Cu,Au angestrebt. 
7 Die Proben wurden zunächst im ursprünglichen, gewalzten 
Zustand gemessen. Dann wurden sie in einem nach mehrfacher 
Wasserstoffdurchspülung evakuierten Quarzrohr in einem (von 
der Firma W. C. Heraeus-Hanau freundlichst zur Verfügung 
gestellten) Transformator-Marsofen abwechselnd in folgender 
Weise wärmebehandelt: a) 4 Stunden bei etwa 800° geglüht und 
In kaltem Wasser abgeschreckt ; b) 2 Stunden bei etwa 800° ge- 
-  glüht und innerhalb von etwa 20 Stunden über den Temperatur- 
bereich von 400 bis 300° abgekühlt .3) 


$ 3. Meßergebnisse 
4) a) Die reinen Komponenten 
Tab 


. 1 enthält die Messungen an reinem Gold und Kupfer. 
(Zu bemerken ist, daß bei den reinen Metallen die langsame Ab- 


Tabelle 1 


— | Gold | Kupfer 
Gewalzt .. old 0,138 0,076 
Langsam gekühlt er 0,141 0,086 
Abgeschreckt . . . . — 0,086 
Owen.......| 0,141 | 0,085 


kühlung innerhalb von 4 bis 5 Stunden gleichmäßig von der 
Glühtemperatur herab erfolgte ohne Bevorzugung des Bereichs 


1) Die sechs Proben wurden in möglichst großer Reinheit von der 
Deutschen Gold- und Silberscheideanstalt, Zweigniederlassung Pforz- 
heim, für unsere Messungen hergestellt. 

2) Nach Analyse der Deutschen Gold- und Silberscheideanstalt. 
3) In diesem Bereich ist nach Tammann und Heusler, a. a. O., 
8. 355, sowie nach Borelius, Johansson und Linde, a. a. O., S. 294, 
das Umwandlungsintervall für Cu,Au und CuAu zu suchen. 
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yon 400 bis 300°.) Die Unterschiede zwischen den Suszeptibili- 
täten der gewalzten und der ausgeglühten Proben zeigen, daß 
die mechanische Vorbehandlung und damit zusammenhängend 
die Gefügeausbildung von deutlichem -Einfluß auf die Sus- 
zeptibilität sind. Dieser Umstand wird bei der Diskussion 
der an den Legierungen gewonnenen Messungen von Bedeu- 
tung sein. Langsames Kühlen und Abschrecken bedingt (bei 
Kupfer) keinen Unterschied der Suszeptibilität. 

Die an den ausgeglühten Proben gemessenen Suszeptibili- 
täten stimmen mit früheren zuverlässigen Werten von Owen, 
die neuerdings weitgehend bestätigt sind, vollkommen überein.!) — 


b) Legierungen mit Überstrukturumwandlung 


In Tab. 2 und 3 sind die Meßreihen dargestellt, die an den 
Legierungen der Zusammensetzung Cu,Au und CuAu erhalten 
wurden. Die Reihenfolge der Einzelmessungen von oben nach 


Tabelle 2 


Legierung II. 24,95 Atomproz. Au (Cu,Au) 


Gewalzt Abgeschreckt Langsam gekühlt 
0,120 0,130 2 11,38 | 
0. 1304 | 
LA | 0,158 5,71 
0,125 11,23 | 
0,149 5,80 
0,128 11,26 
0,130 (0,123) 11,35 
| *0,131 (0,130) 
Mittel: 0,129 0,152 


+ Erneut getempert und abgeschreckt. 
* Mit verdünnter Salzsäure behandelt, nicht neu getempert. 
1 () Probe zur Messung umgekehrt (oben und unten vertauscht). 


unten zeigt die aufeinanderfolgenden Wärmebehandlungen an; 
meist wurde zwischen Abschrecken und langsamer Abkühlung 
5 abgewechselt. Die nach langsamer Abkühlung der Proben 
1) M. Owen, Ann.d. Phys. 37. S. 657. 1912. Wir führen diese 
Übereinstimmung als hinreichenden Beleg an für die Reinheit unseres 
{ Versuchsmaterials, insbesondere für das Fehlen von störenden, ferro- 
magnetischen Verunreinigungen. 
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Legierung III. 49,77 Atomproz. Au (CuAu) 


Gewalzt | Abgeschreckt Langsam gekühlt 
- | | | - 6-108 
0,139 0,136 | 14,4 0,115 

(o- 10%: 13,9) 4,56 
0,141 14,3 0,126 
| 5,09 
0,143 (0,144) 12,83 0,123 (0,119) 
*0,148 (0,149) 


Mittel: 0,142 0,121 
erhaltenen Werte des spez. Widerstandes o!) zeigen die bekannte 
Verminderung gegenüber den an den abgeschreckten Proben 
gemessenen Werten und kennzeichnen die durch die Um- 
wandlung entstandene Überstruktur. 

Mit dem Auftreten der Überstruktur ist, wie die Tabellen 
zeigen, eine eindeutige Änderung der diamagnetischen Sus- 
zeptibilität verbunden, und zwar bei Cu,Au eine Zunahme, 
bei CuAu dagegen eine Abnahme von — z. Der Betrag dieses 
Effektes ist freilich nicht sehr gut reproduzierbar; die nach 
wiederholtem Abschrecken und langsamem Abkühlen ge- 
messenen Suszeptibilitäten zeigen ebenso wie die Leitfähigkeiten 
Streuungen, auf die wir weiter unten näher eingehen. (Dort wird 
auch die Bedeutung der mit * und () versehenen Meßwerte, 
sowie die Art der Mittelwertsbildung erläutert werden.) Ebenso 
wie bei den reinen Metallen zeigt die an der ursprünglichen, 
noch nicht wärmebehandelten Probe gemessene Suszeptibilität 
bei CugAu einen deutlichen Unterschied gegenüber den nach der 
Abschreckung wie nach langsamer Abkühlung erhaltenen 
Werten, während bei CuAu x im gewalzten und abgeschreckten 
Zustand innerhalb der Streuungen übereinstimmt. 


e) Legierungen ohne Uberstrukturumwandlung (Tab. 4 u. 5) 

Bei Zusammensetzungen, die keine regelmäßige Atom- 
verteilung im Gitter ermöglichen, stimmt die Suszeptibilität 
ebenso wie der elektrische Widerstand im abgeschreckten und 
langsam gekühlten Zustand nahezu überein. Eine geringe 

1) Die Widerstandswerte sind für sämtliche Legierungen in Zimmer- 
temperatur, zwischen 16 und 20°, gemessen und mit Hilfe der Temperatur- 
koeffizienten nach Borelius, Johansson und Linde (a, a. 0.) auf 


18° C umgerechnet. 
q 
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Tabelle 4 


Legierung I. 9,71 Atomproz. Au 


Gewalzt | Abgeschreckt Langsam gekühlt 
- 4°10° | — | 10% | — 4°10 | 108 
0,106 0,109 (0,109) 646 | | 
i | 0,103 (0,107) 6,46 
0,097 (0,102) | 
*0,106 (0,107) | 
Mittel: 0,108 0,105 


Tabelle 5 
Legierung IV. 73,62 Atomproz. Au 


Gewalzt | Abgeschreckt Langsam gekühlt 
10 | | 0-10 - 210° | 0.106 
0,147 | 0,143 
0,140 11,08 
7 0,138 
= *0,141 (0,143) 0,140 (0,140) 
Mittel: 0,143 0,140 


Abnahme von — x im langsam gekühlten Zustand gegenüber — 
dem abgeschreckten scheint außerhalb der Streugrenze zu 
liegen. Die gewalzte Probe ergab in einem Fall (Legierung IV) © 
eine etwas höhere, im andern Fall dieselbe Suszeptibilität, wie — 
nach Wärmebehandlung. 


d) Die Streuung der MeBergebnisse . 


Die Fehlergrenze bei wiederholten Messungen an derselben 
Probe ohne Wärmebehandlung dazwischen lag unterhalb 1 Proz., 
so daß die angegebene dritte Dezimale der gemessenen 7-Werte 
um höchstens eine Einheit unsicher ist. Die Streuungen ent- 
sprechender MeBwerte nach den alternierenden Wärmebehand- 
lungen gehen weit über diese Meßungenauigkeit hinaus; und 
es erhob sich die Frage nach ihrer Ursache. | 
Bei den abgeschreckten Proben konnte eine Fehlerquelle | 
in der oberflächlichen Oxydschicht liegen, die sich, übrigens | 
oft recht unregelmäßig verteilt, beim Abschrecken der glühenden 
Probe durch die Berührung mit Luft und Wasser ausbildet. 
Da die Kupferoxyde paramagnetisch sind, war eine Verringerung 
von — 7 hierdurch zu erwarten. Gegen Ende der Untersuchung = 


wurde dieser Einfluß in der Tat nachgewiesen; Behandlung mit os 
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verdünnter Salzsäure löst das Oxyd ab, ohne die Legierung an- 
zugreifen; diese Behandlung hatte eine Erhöhung von — y 
(um etwa 0,005) zur Folge. In den Tabb. 2 bis 5 sind die nach 
Salzsäurebehandlung gemessenen Werte mit * bezeichnet. Die 
Ursache der Streuungen kann nicht in diesem Einfluß der Ober- 
flächenoxydschicht liegen; das folgt allein schon daraus, daß sie 
besonders stark bei den langsam gekühlten Legierungen auf- 
treten, die in dem evakuierten, höchstens mit einem Rest von 
Wasserstoff gefüllten Quarzrohr bei der langsamen Abkühlung 
vor Oxydation geschützt sind. 

Es bleibt kaum etwas anderes übrig, als Unterschiede in 
der Gefügeausbildung für die Streuung der gemessenen Sus- 
zeptibilitäten verantwortlich zu machen.!) Auch bei den reinen 
Metallen wurden ja im kalt bearbeiteten und im wärme- 
behandelten Zustand verschiedene Suszeptibilitäten gemessen. 
Bei den Legierungen waren nach den verschiedenen Wärme- 
behandlungen bisweilen schon äußerlich an den Proben Unter- 
schiede der Korngröße zu erkennen, auch gelegentlich Unter- 
schiede an verschiedenen Stellen desselben Stabes. Diese Un- 
gleichmäßigkeit des Kristallgefüges erklärt es wohl auch, daß 
die Proben offenbar nicht an allen Stellen gleiche Suszeptibilität 
besitzen. Das zeigte sich, als die Probestäbe umgekehrt (oben 
und unten vertauscht). gemessen wurden; dabei ergaben sich 
bei den Legierungen in der Regel verschiedene x-Werte, während 
die reinen Metalle genaue Übereinstimmung zeigten. Unter- 
schiede der Suszeptibilität längs der Probe machen sich ja bei 
der angewandten Meßmethode bemerkbar, da der Beitrag der 
einzelnen Stabteile zur gesamten ponderomotorischen Wirkung 
von der Inhomogenität des Magnetfeldes an dem betreffenden 
Ort abhängt, und diese Inhomogenität über die Länge der Probe 
hin ganz verschiedene Werte (von 0 bis zur maximalen In- 
homogenität) annimmt. Die nach Umkehrung des Stabes ge- 
messenen y-Werte sind in den Tabellen eingeklammert den 
ersten Messungen beigefügt. 

Die besonders starken Unterschiede der an den langsam 
gekühlten Proben gemessenen Suszeptibilitäten können aber 


1) Bei dem nicht regulär kristallisierenden CuAu mit Überstruktur 
ändert sich die Suszeptibilität vermutlich mit der Richtung im Kristall; 
bei dieser Legierung kommt also auch die Variation der Kristallorientierung 
innerhalb der Proben als Ursache der Streuung von x in Frage. 
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nicht nur durch den Einfluß der Gefügeausbildung erklärt 
werden. Hier dürfte in besonderem Maße die mehr oder weniger 
vollständig erreichte Umwandlung bei den einzelnen Wieder- 
holungen maßgebend sein. Dieser Umstand läßt sich zwanglos 
erklären, wenn man bedenkt, daß der zeitliche Verlauf des 
Durehganges durch das an sich beschränkte Umwandlungs- 
intervall in den einzelnen Fällen ein verschiedenerwar. Aber auch 
davon abgesehen, soll eine quantitative Umwandlung überhaupt 
nur selten eintreten und sehr lange Temperungszeiten erfordern.!) 

Besonders deutlich wurde der Einfluß der Gefügeausbildung 
auf die Suszeptibilität bei den letzten Messungen an der Le- 
gierung III, die in Tab.3 nicht mit aufgenommen sind. Als 
Legierung III nach der in Tab. 3 zuletzt angegebenen langsamen 
Abkühlung abgeschreckt wurde, stieg — zy nicht wieder an. 
Nochmaliges Abschrecken verringerte den Diamagnetismus; 
nach darauf folgender langsamer Abkühlung war — y:10 
schließlich bis auf 0,081 (umgekehrt gemessen : 0,065!) gesunken. 
Dieses völlig rätselhafte Verhalten stand offenbar in Zusammen- 
hang mit zahlreichen feineren und gröberen Rissen, hauptsächlich 


in der Längsrichtung des Stabes, dienunmehr bemerkbar wurden. 
Die Legierung verträgt also die Umwandlung hin und her, de a 
in diesem Fall der Zusammensetzung CuAu mit Gitteränderung  _ 


verbunden ist, nicht beliebig oft; das Gefüge birst, es bilden _ 
sich Risse. Daß diese Rißbildung so stark die magnetische 
Suszeptibilität beeinflußt, bedarf freilich besonderer Erklärung. ; 
Jedenfalls handelt es sich bei dieser tiefgreifenden Gefiige- N! 
änderung um einen neuen Vorgang, der bei den in den Tabellen = 
enthaltenen Versuchen noch nicht auftrat. : 

Folgende vier Beobachtungen sprechen also fiir einen Ein- 
fluß der Gefügeausbildung auf die Suszeptibilität: . 

1. Die Unterschiede der Suszeptibilität in kalt bearbeitetem = > > 
und wärmebehandeltem Zustand bei den reinen Metallen und | 
den Legierungen ; 

2. die Streuung der nach gleicher Wärmebehandlung bei 
den Legierungen gemessenen 7; 

3. die Unterschiede der Messungen nach Umkehrung der 
Proben (nur bei den Legierungen!); 

4. die von den früheren Messungen völlig abweichende _ 
Suszeptibilität der durch Rißbildung veränderten Legierung ITI. Ve 


1) Le Blanc, Richter und Schiebold, a. a. O. er a Kr 
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Bei ferromagnetischen Metallen ist die Beeinflussung der 
magnetischen Eigenschaften durch die Gefügeausbildung schon 
vielfach untersucht.) Daß auch die Suszeptibilität dia- 
magnetischer Metalle diesem Einfluß unterliegen kann, ist auf- 
fällig und unseres Wissens noch nicht verfolgt worden. 


e) Konzentrationsdiagramm der Suszeptibilität 


Der Einfluß der Gefügeausbildung gibt der diamagnetischen 
Suszeptibilität der Legierungen in den beiden untersuchten 


|-2.96 


Cu Cy Cu Ay Mom % 
l 
[7 25 5 75 
Fig. 1 


Zuständen eine gewisse Undefiniertheit. Mit den Mittelwerten 
unserer Messungen ist in Fig. 1 die Konzentrationsabhängigkeit 
der Suszeptibilität dargestellt. [Zur Mittelwertsbildung wurden 


1) Vgl. z.B. O.v. Auwers, Wiss. Veröff. d. Siemens-Konz. 7. 
S. 197. 1928. (Daselbst weitere Literaturangaben!) Vielleicht trifft 
die von v. Auwers für Eisen vertretene Ansicht auch im vorliegenden 
Falle zu, daß nämlich der Einfluß der Korngröße auf die magnetischen 
Eigenschaften nur ein sekundärer ist, insofern als mit der Korngröfe 
die Korngrenzflächenausbildung und damit die Wirkung von dort 
befindlichen Verunreinigungen (Oxyden usw.) variiert. nz 5 
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bei den letzten Versuchen, wo Salzsäurebehandlung vor- 
genommen war, nur die nach dieser erhaltenen Werte (mit *) 
benutzt. Die ersten Messungen an den abgeschreckten Legie- 
rungen dürften durch die Kupferoxydbedeckung etwas zu klein 
sein; die Mittelwerte dieser Legierungen könnten demnach 
bis zu 0,004 höher liegen.] 


Die Suszeptibilität der (abgeschreckten) Legierungen mit 
statistisch ungeordneter Atomverteilung zeigt eine stetig ge- 
krümmte Konzentrationskurve, ebenso wie etwa der elektrische 
Widerstand und andere physikalische Eigenschaften bei einer 
lückenlosen Mischkristallreihe. Bei den beiden Legierungen 
mit regelmäßiger Atomverteilung im Gitter weicht die Sus- 
zeptibilität ebenso wie der elektrische Widerstand stark von 
dieser Kurve ab. Aber elektrischer Widerstand und Sus- 
zeptibilität ändern sich nicht parallel miteinander; während | 
bei Ausbildung der regelmäßigen Atomverteilung der Wider- 
stand bei beiden Legierungen abnimmt, nimmt —x im Falle 
CuAu ebenfalls ab, im Falle Cu,Au dagegen zu. 


4. Zur Deutung der Meßergebnisse 


Die mit der einphasigen Umwandlung der Cu,Au- und 
CuAu-Legierungen verbundene Änderung der diamagnetischen 
Suszeptibilität kann man wohl (ebenso wie die Wärmetönungen) 
als Anzeichen dafür ansehen, daß mit dem Auftreten der Über- 
struktur eine Veränderung der gegenseitigen Bindung der Gold- 
und Kupferatome im Gitter parallel geht. Chemisch kommt 
diese Auffassung (wie schon in der Einleitung ausgeführt wurde) 
in der Annahme von intermetallischen Verbindungen Cu,Au — 
und CuAu, die bei langsamer Abkühlung entstehen, zum Aus- 
druck. Wäre dies nicht der Fall, so wäre kaum zu verstehen, 
warum eine bloße Umgruppierung der Atome durch Platz- 
wechsel im gleichen Raumgitter (Cu,Au) einen solch auffallenden 
magnetischen Effekt hervorrufen sollte. Die Änderung der 
Suszeptibilität (wie der elektrischen Leitfähigkeit) deutet 
vielmehr auf irgendeine Veränderung hin, die mit den Elek- 
tronen im Kristall vorgeht; und zwar wird man bei der an sich 
denkbar geringfügigen Änderung, die die Umordnung der Atome u 
im gleichen Raumgitter darstellt, wohl nicht fehlgehen in der _ 
Annahme, daß dieser Prozeß lediglich die äußeren Elektronen 
(Valenz- bzw. Leitungselektronen) betritft, während die Atom- 
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rümpfe nicht davon berührt werden. Die Zustandsänderung 
der Elektrone ı ist mit Energieabgabe verbunden (Wärmetönung), 
sie wirkt sich „‚chemisch‘ als Änderung der interatomaren Bin- 
dung aus. (Bei der CuAu-Legierung bleibt das Raumgitter nicht 
ganz erhalten; doch ist die Gitteränderung so geringfügig, daß 
auch hier sie allein die verschiedenen Effekte kaum erklären 
kann; vgl. weiter unten.) 

Es erhebt sich die Frage, ob die Elektronentheorie der 
Metalle eine Erklärung für den magnetischen, sowie für den 
noch erheblich stärkeren Leitfähigkeitseffekt der Überstruktur- 
umwandlungengeben kann. Für die Leitfähigkeit gibt Borelius!) 
eine sehr bestechende Theorie; für den magnetischen Effekt 
fehlt noch eine befriedigende Deutung. Erschwerend ist hier 
besonders die Tatsache, daß der Effekt nicht parallel mit der 
Leitfähigkeitsänderung geht, sondern bei CuAu und Cu,Au 
entgegengesetzt gerichtet ist. 

Einen Hinweis auf eine mögliche Erklärung, wenigstens im 
Falle CuAu, enthält eine Arbeit von Honda), in der er im 
Anschluß an eine allgemeine Theorie des magnetischen Ver- 
haltens der Stoffe?) über die Änderung der Suszeptibilität bei 
allotropen Umwandlungen interessante Bemerkungen macht. 
Nach Honda soll im Falle von Volumenverminderung bei einer 
allotropen Umwandlung der Diamagnetismus kleiner, und die 
elektrische Leitfähigkeit größer werden; durch die gegenseitige 
Annäherung der Atome sollen nämlich die äußersten Elektronen 
in steigendem Maße in die Kraftfelder der Nachbaratome ge- 
raten; damit sollen sie zu „Leitungselektronen“ werden (nach 
Höjendahl und Frenkel) und der diamagnetischen Wirkung 
verloren gehen. Thallium und graues Zinn zeigen z. B. diese 
Erscheinung. Man findet sie bestätigt beiderCuAu-Umwandlung; 
hier ist mit einer Verkleinerung der diamagnetischen Sus- 
zeptibilität eine Zunahme der elektrischen Leitfähigkeit ver- 
bunden, und die langsam gekiihite CuAu-Legierung hat in der 
Tat eine größere Dichte als die rasch gekühlte. W. Gorski‘) 


fand nämlich beim tetragonalen Gitter Ya?ce =3,856 bis 


1) G. Borelius, Ann. d. Phys. 77. S. 109. 1925. y 

2) K. Honda, Ztschr. f. Phys. 47. S. 699. 1928. a 

3) Die Theorie selbst ist in dem Bericht von H. J. Seemann 
(a. a. O. Anm. 2, 8. 3) behandelt. 

4) W. Gorski, a. a. O. (Tab. 1). Vgl. auch M. Le Blanc, K. Rich- 
ter und E. Schiebold, a. a. O., S. 952ff. 
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3,861 A und beim kubisch-fiächenzentrierten Gitter a = 3,8705 
bis 3,873 A. 

Zweifellos spielt die Gitterkontraktion bei der Änderung der 
diamagnetischen Suszeptibilität infolge der Umwandlung eine 
Rolle. Ob jedoch die gesamte Änderung ausschließlich durch die 
doch recht geringe Dichteänderung bedingt ist, läßt sich bei dem 
gegenwärtigen Stand unserer Kenntnisse über das Verhalten 
der diamagnetischen Metalle nicht sagen. Es sei betont, daß 
im Falle von CuAu die bereits aufgeworfene Frage, ob man hier 
überhaupt von einer echten einphasigen Umwandlung sprechen 
darf!), zu berücksichtigen ist. Bei der Cu,Au-Umwandlung, die 
sicher einphasig verläuft, trifft die im vorstehenden gegebene 
Überlegung keinesfalls zu, selbst wenn neue Präzisionsmessungen 
auch hier eine Änderung der Gitterkonstanten durch die Um- 
wandlung ergeben sollten?), die bisher nicht gefunden würde. 
Im Gegensatz zur Vorstellung von Honda geht ja bei Cu,Au 
Vergrößerung der diamagnetischen Suszeptibilität parallel mit 
Vergrößerung der Leitfähigkeit. 

Man muß also wohl annehmen, daß die verschiedene 
Richtung der Suszeptibilitätsänderung bei Cu,Au und CuAu 
auf eine wesentlich verschiedene Beeinflussung der Bindungs- 
verhältnisse durch die Überstrukturumwandlung hinweist. 
Im übrigen ist zu sagen, daß die Erklärung des Suszeptibilitäts- 
effektes bei der Umwandlung der Cu,Au und CuAu-Legierungen, 
noch offensteht. 


Zusammenfassung 

Es wurde die Konzentrationsabhängigkeit der diamagne- 
tischen Suszeptibilität in der Mischkristallreihe Gold-Kupfer 
gemessen (Fig. 1). 

Bei Legierungen der Zusammensetzung Cu,Au und CuAu 
wurde der Einfluß der „Überstrukturumwandlung“ auf die 
Suszeptibilität untersucht ; es ergab sich bei Cu,Au eine Zunahme, 
bei CuAu eine Abnahme der diamagnetischen Suszeptibilität 
nach Ausbildung der geordneten Atomverteilung im Gitter. 

Kontrollversuche an Legierungen außerhalb der ganz- 
zahligen Mischungsverhältnisse Cu,Au und CuAu_ ergaben 


1) Vgl. Anmerk. 2. S. 977. 

2) Wie Hr. C.H. Johansson dem einen Verfasser freundlichst 
mitteilte, hält er auch bei Cu,Au eine kleine Änderung der Gitterkonstanten 
für wahrscheinlich. 

2. 66 
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keinen Unterschied der Suszeptibilität nach Abschrecken und 
langsamem Kühlen. 

Bei den Messungen zeigte sich ein Einfluß der Gefüge- 
ausbildung auf die Suszeptibilität, der zwar erhebliche Streu- 
ungen der Meßergebnisse hervorrief, den Effekt der Über- 
strukturumwandlung aber nicht verdecken konnte. 

Theoretisch konaten die gefundenen Effekte, insbesondere 
die entgegengesetzte Richtung bei Cu,Au und CuAu noch nicht 
befriedigend erklärt werden; im Falle der Legierung CuAu kann 
man mit Honda die Gitterkontraktion bei der Umwandlung 
zur Erklärung heranziehen. 


Zu großem Dank verpflichtet sind wir der Deutschen Gold- 
und Silberscheideanstalt, Zweigniederlassung Pforzheim (ins- 
besondere Hrn. Dr. Nowack), die uns in freundlichstem Ent- 
gegenkommen die Metallproben herstellte und leihweise über- 
ließ. 

Der Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft dankt der 
eine von uns (Seemann) auch an dieser Stelle für die Bewilligung 
eines Forschungsstipendiums. 


: Er Marburg/Lahn, Physikalisches Institut der Universität. 


(Eingegangen 26. Juli 
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Uber die Fortpflanzung 
mechanischer Vorgänge in einem linearen Gitter 


Von Felix Pollaczek 
= (Mitteilung aus dem 


1. Hinleitung 


Im Zusammenhange mit der Born-Kärmänschen und 
der Debyeschen Theorie der Berechnung der spezifischen 
Wärme fester Körper sind die Bewegungsvorgänge eines un- 
endlichen linearen Punktgitters, dessen Massenpunkte nur von 
ihren unmittelbaren Nachbarn quasielastisch angezogen werden, 
von E. Schrödinger!) behandelt worden. Die Bewegungs- 
gleichungen eines derartigen Gitters löst Schrödinger durch 
eine Reihe nach Besselschen Funktionen, und untersucht an 
Hand dieser Lösung die Frage, welchen Charakter das System 
der Anfangswerte der Elongationen £,(t) und der Geschwindig- 
keiten ¢*(t) der Massenpunkte haben müsse, damit ihre Be- 
wegung der Bewegung eines kontinuierlichen Mediums ähnele. 
Schrödingers Antwort lautet, daß Ähnlichkeit mit der 
Wellenfortpflanzung im elastischen Kontinuum vorhanden sei, 
falls die Anfangswerte ¢ (0) und £/(0) genügende Ahnlichkeit 
hitten mit den Werteverteilungen zweier kontinuierlicher Funk- 
tionen des Ortes, die sich erst auf Strecken, die groß sind gegen 
den Abstand benachbarter Massenpunkte, merklich ändern. 

Hier wird nun, als Ausschnitt aus einer Theorie der 
Approximation der Lösungen hyperbolischer Differentialglei- 
chungen durch die Lösungen von Systemen sehr vieler ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen (bei Vorschreibung analoger 
Rand- bzw. » Seon, gezeigt, daß die Ortsveriinderungen 


1) E.Schrödinger, „Zur Dynamik elastisch gekoppelter Punkt- 
systeme“, Ann. d. Phys. [4] 44. S. 916. 1914. 
66* 
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der Punkte eines derartigen Gitters im allgemeinen, d. h. ab- 
gesehen von der Fortpflanzung der Wellenfronten, nur sehr 
wenig abweichen von den analogen Kontinuumsvorgängen; die 
Größenordnung dieser Abweichung läßt sich, in Abhängigkeit 
von der Anzahl n der Massenpunkte pro Längeneinheit des 
approximierten Kontinuums, genau angeben, wenn man Voraus- 
setzungen über die „Stetigkeit“ der Anfangswerte der Massen- 
_ punktslagen und -geschwindigkeiten macht, und es ergibt sich, 
daß diese Vorgänge sich im Gitter dann noch so wie im Konti- 
nuum abspielen, wenn die Anfangswerte sich erst auf Strecken, 
die groß gegen das n"»-fache des Molekülabstandes sind, merklich 
ändern. Hingegen besteht, solange Reflexionen an den Gitter- 
enden außer Betracht bleiben, auch bei „stetiger“ Verteilung der 
Anfangswerte keine Ähnlichkeit zwischen den Geschwindigkeiten 
der Gitterpunkte und den Geschwindigkeiten an den entsprechen- 
den Stellen des zugeordneten linearen Kontinuums. 

Die Vorgänge in unmittelbarer raumzeitlicher Nachbarschaft 
der Wellenfronten, d.h. die Fortpflanzung von „Unstetigkeiten“ 
der Anfangswerte, spielen sich anders ab als im Kontinuum; 
insbesondere ist die Stirnhöhe der Gitter,,welle“ bis auf eine 
Abweichung von der Größenordnung 1/n’ gleich } der Stirn- 
höhe der Welle im Kontinuum. — Im Beginn des folgenden 
wird der Schrödingersche Ansatz (Reihe nach Besselschen 
Funktionen) als Spezialfall einer für beliebige lineare Differen- 
tialgleichungssysteme gültigen Formel hergeleitet; Verall- 
gemeinerungen unseres Problems auf energieverzehrende oder 
inhomogene Medien könnten auf diese Weise leicht der Rech- 
nung zugänglich gemacht werden. 


2. Formale Lösung des Anfangswertproblems 
für ein System linearer gewöhnlicher Differentialgleichungen 
mit konstanten Koeffizienten 


Es seien n+ 1 Massenpunkte P,, P,,..., P,, alle von der 
gleichen Masse u, in einer Geraden angeordnet. Jeder innere 
Punkt werde nur von seinen beiden Nachbarpunkten, und zwar 
nach dem elastischen Gesetze (Proportionalitätsfaktor «) an- 
gezogen; die beiden Randpunkte P,, P, seien z. B. dauernd 
festgehalten und ihr Abstand sei als Längeneinheit gewählt. 

Bezeichnet man mit ¢ die Verschiebung des »-ten Massen- 
punktes aus einer fiktiven äquidistanten Anfangslage »/n 
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(vgl. Fig. 1, in der die Verschiebungen als Ordinaten zur 
Abszisse v/n eingetragen sind), so gilt dann 
/ 5 oO 5 


el 


‘ 
—L,-1) = = 20, + 


v 


(2) 6£=0. 


Zur vollständigen Lösung dieser n— 1 simultanen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung müssen 2(n —1) Anfangsbedin- | 
gungen bekannt sein; wir denken uns daher die Elongationen | 


£, und ihre zeitlichen Ableitungen ¢° für t = 0 vorgegeben: 


(0) = ¢, 
(3) 0) y= 1,2,..., n—l. 
(0) 


Ehe wir auf die Lösung des speziellen Systems zweiter 


Lineares Gitter 
Fig. 1 


von m linearen homogenen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung mit konstanten Koeffizienten und mit m abhängigen Un- 
bekannten ¢. Nach den ersten Ableitungen aufgelöst, 
lautet ein solches System, unter Verwendung der ia . 
symbolik: 
(4) &)= Mi), 
mit M als mx m- reihiger Matrix reeller Zahlen und unter ‘©: 


(¢) usw., die Spalte | | usw., verstanden. 
Bezeichnet man wieder die Anfangswerte der £, mit 
(4a) +v=1,2,..., m, 


so lautet die Lösung von (4), (4a) bekanntlich (sukzessive 
Approximationen): 


4 
Py Py Ey 
. n x > 
= 

fer 
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(M° = E,, = Einheitsmatrix m-ter Ordnung), und es ist un- 
mittelbar zu erkennen, daß die für alle t konvergente Matrizen- 
reihe (5) die Differentialgleichungen (4) und die Randbedin- 
gungen (4a) befriedigt. 

Um nun die Reihe (5) in eine geeignete analytische Form 
zu bringen, bedienen wir uns der Formel 


worin die Integration etwa über einen Kreis X um den Null- 
punkt der komplexen Ebene zu erstrecken ist; Gleichung (6) 
gibt, in (5) eingesetzt: 


Die Matrizenreihe > 
offensichtlich konvergent und gleich der Inversen der Matrix 
pl, — M, also 


x=0 


Nimmt man dann in (7) den Kreis K hinreichend groß, so 
darf, der gleichmäßigen Konvergenz von (8) wegen, die Reihen- 
folge von Integration und Summation vertauscht werden, und 


es folgt 
q 
9) 


= dp (PE, — 
K 
es ist nun auch fast unmittelbar direkt abzulesen, daß die 
rechte Seite von (9) die Bedingungen (4), (4a) befriedigt. 
Liegt an Stelle von (4), (4a) das folgende System homogener 
linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten 
Koeffizienten 


(10) 


= M(¢) 


x=0 K P 
3 
„er 
& = 
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mit den Anfangsbedingungen 
(0) 
£,(0) = 
vor, so folgt in analoger Weise wie vorher für die Lösung . 
die Formel 


¢) = oni Pap — + G0) 


K 


(10a) | 


(11) 


| + fer dp — - (G0), 
und wieder kann sofort verifiziert werden, daß (10), (10a) + 


durch die Ausdrücke (11) befriedigt wird. 

Die Formeln (9) bzw. (11) bieten, insbesondere für großes 
m, den Vorteil, daß sie nur rational von den Daten des Glei- — 
chungssystems, d. h. von der Matrix M, abhängen, während 
die Darstellung der £, als Summe von Eigenschwingungen >. 
Größen erfordert, die irrational von M abhängen (die m charak- 
teristischen Wurzeln von M); die letztere Darstellung folgt 
übrigens unmittelbar aus (9), bzw. (11) durch Anwendung des ” 
Residuensatzes. 


PAD 


ra 3. Anwendung auf das hier auftretende Differential- keds 4 
gleichungssystem 


Wendet man (11) speziell auf das System der elastischen . 
Gleichungen (1) an, so wird m=n—1 und für M ergibt sich 5 
das folgende (n—1)x(n— 1)-reihige Schema, dessen freie _ 
Stellen durch Nullen ausgefüllt sind: 


| 
1 


Die Anwendung der Formel (11) erfordert die Bildung der 
Inversen der Matrix M—p?E,_ı; diese Aufgabe aber ist für Me 
ein M von der Gestalt (12) gleichbedeutend mit der Berech- eS 
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nung einer rekurrenten Zahlenfolge. Um nämlich die x-te 
Kolonne Yn—1,. der durch die Formel 
(13) (M E„-ı) -Y=u E„-ı 4 


definierten inversen Matrix Y = {y,,} zu berechnen, hat man 
das Gleichungssystem 


- (2+ i=1,2,...n—1, 
| @,=1; 6,=0, i+») 


i 
zu lösen; die hier formal mitgeführten Größen yo, und y, , 
sind gleich Null zu setzen. Zur Bestimmung der durch (14) 
rekurrent zu berechnenden Zahlen y;, hat man bekanntlich 
die beiden Wurzeln (@ und #) der charakteristischen Gleichung 
der Linearform (14) 


(15) (2+ #7) 2 + tae 


heranzuziehen, und die elementar durchzufiihrende Rechnung 
ergibt 


- x i_ gi 
(16a) Yin = = 2 52%, 
a" — 
(16 b) a” — a—ß 


x +1=si=sn-1. 
Wird zur Abkürzung eingeführt k 
(17) 


so folgt aus (15), (17) 
(18) «e=0+Yo—1, 


Mit der Matrix Y (13) lautet die Formel (11) 


feraptp Y-&,0+Y&,o] 


oder 
n—1 n-1 
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In der letzten Gleichung hat man für y,, die Ausdrücke (16 
einzusetzen und zu beachten, daß das zweite Glied 1 


a— 
rechts in (16b) als symmetrische Funktion von « und A ganz 
und rational durch Pe 


e+?=20=-2+ - und «f=1 


ausdrückbar, also ein Polynom in p ist, so daß das über u 
dieses Glied erstreckte Integral Bu 


verschwindet. Daher ergibt sich, wenn noch # durch 1/« 
ersetzt wird, 


— (P + Su, 0)- 


Diesen Ausdruck, der die zur Zeit t vorhandene Gesamt- 
verschiebung des »-ten Massenpunktes aus der Ruhelage dar- 
stellt, hat man nunmehr, so wie in der Mechanik der Kontinua, 
in Grund- und reflektierte Wellen zu zerlegen. Hierzu sei 
in (18) das Vorzeichen der Quadratwurzel etwa so bestimmt, daß 
für |p|> 0 und daher nach (17), (18) 


am SE, p|> oo 


wird. Dann darf der Bruch 


- in (20) in die geo- 
/ -¥ 


+ + - +... entwickelt und, da 


metrische Reihe ae + 
a 


diese Reihe längs unseres kai großen Kreises K gleich- 
mäßig konvergiert, die Reihenfolge der Reihensummation und 
der Integration vertauscht werden. Aus (20) folgt dann, wenn 
zunächst 
(22) 


angenommen wird, 


é 
u a” — 
‚pt 
| „= . dp 
K 
~ 
= ® 
1 
[ 
yall 
v 


—e & 


yu 1 sind 
m= K 
| (23) n—1 
x=1 x=1 
g=1, 2,...,.n—1. 


Wir ersetzen jetzt p mittels der Gleichung 


— 
durch eine neue Integrationsvariable r. 


77 Aus (21), (24) folgt 
u 


= 5 t durchläuft daher eine Kurve C 
gemäß Fig.2 (von — a nach 
X a-iT; T>1), wenn p die 
(in ihrem positiven Punkte auf- 
geschnittene) Kreislinie 


Cc K: = Const. 


T -iT in positivem Sinne durchläuft. Aus 
| (24), (17), (18) folgt o = cos 27 und 
Integrationsweg 
der Gleichung (26) bzw. (33) 

Fig. 2 


-I-i 


(25) p=—2t sin T 
und durch (25), (24) geht (23) über in +5 


>> 1 - 21: sin: 


m= Cc 


(26) m—1 n-1 


| > e-?ira+2nm > o)dr, 


a=l x=1 


y= l, 2,...,n—1. 

Der Integrand von (26) ist periodisch in t und im Endlichen 
regulär, so daß die Integrationskurve in bekannter Weise 
in die Strecke (— a, 2) der reellen Achse (Fig. 2) verlegt 
werden darf; nach Umordnung ergibt sich 
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a V- 
=- 2 t 
oo x Je n—1 
m=) 
97 n—1 
(24) 9 9 
x=1 
n—1 
—2it —si 
ant x=1 
v= 2, n— 


Die vier Summen Ss stellen, wie leicht zu sehen ist, von den 
,Erregungszentren* P, nach beiden Seiten hin fortschreitende 
„Wellen“, sowie die aus diesen Wellen durch wiederholte 
„Spiegelung“ an beiden Randpunkten des linearen Punktgitters 
entstandenen reflektierten Wellen dar. Für das Folgende genügt 
es, die direkten (noch unretlektierten), von allen Punkten P, 
nach dem betrachteten Punkte P, hin fortschreitenden Wellen 
zu betrachten; diese sind durch das Anfangsglied 


n—1 


-2 
a) Em 
y=zi1,2,...,n—1 


der ersten Summe > in (27) gegeben; zieht man die Bessel- 


sche Integraldarstellung der Zylinderfunktionen 

heran, so erweist sich (28) als gleich dem Schrödingerschen 
Ansatz (a. a. O.) für die Lösung der Gleichungen (1) bis (3). 


"m 


4. Fortpflanzung 
von Anfangselongationen von konstanter Länge 


Wir benutzen die Formel (28) zunächst zur Untersuchung 
der Fortpflanzung einer „Rechteckswelle“, d.h. des folgenden 
Anfangszustandes 


tT 
| 
- 
& 
xt 
= © 
r 
- 
= 
- 
A 

| 
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Mit (29) wird 


n—1 


> _ 
x=x'+1 

| 


Für das Folgende ist zu setzen 


(31) - 


= n?c?, 


wobei ce eine Konstante (von n unabhängige Zahl) bedeutet. Mit 
(31) geht das System (1) für n— oo in die partielle Differential- 


gleichung 
bf dat 

der linearen elastischen Vorgänge über, so dab c als Schall- 
geschwindigkeit des kontinuierlichen Mediums, durch welches 
wir unser lineares Gitter approximieren, anzusprechen ist. Wir 
nehmen an, daß die anfängliche Störung (29) über einen end- 
lichen Bruchteil der Gitterlänge gehe, und daß der betrachtete 
Punkt », makroskopisch gemessen, einen endlichen Abstand 


von den Gitterenden habe. Setzt man also = 4 


so seien x’, x”, x, die makroskopischen Abszissen der End- 
punkte der anfänglichen Störung bzw. des untersuchten »-ten 
Massenpunktes, irgendwelche echten Brüche und es handelt 
sich nun darum, den Ausdruck (30), der mit (31), (32) in 


a 
2inr(z— x” 2int(z — 2’) 


(32) vunı, Kung, 


(30a) = Qa e2it 1 —erit 


übergeht, bei konstant gehaltenem x, 2’, x” und ct für n>@ 
asymptotisch zu entwickeln. Biegt man in (30a) den Inte- 
grationsweg (Fig. 2) in der Nähe des Nullpunktes nach oben 
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aus (Kurve C’), so können die beiden Summanden unter dem 
f-Zeichen getrennt werden und mit 


33) 2) = fe-'ru 

C 
folgt 


| Su = [F(enet, 2n (2 — — F (2n et, 2n (x — JE 
| 0<z<i. = 


Da F(0, x) = 0 ist (Verschiebung von C’ in Fig. 2 nach oben), we 


folgt aus (28a), (33) 


so daß unsere Aufgabe daraus hinauskommt, die Funktion 
SIz-ı(y)dy für großes Argument und großen Parameter zu 
entwickeln, und hierbei kann i. a. analog P. Debyes!) Über- 
legungen bei der Entwicklung der Zylinderfunktionen selbst y 
vorgegangen werden. 

Bei der asymptotischen Entwicklung von J,(ny) (bzw. 
N, (ny), HY (ny), usw.) für n—» oo unterscheidet Debye 
die Fille 


2 y=const > 1, 


wobei im letzten Falle ¢ eine beliebig kleine positive Konstante a 
bedeutet. Es ist nun zweckmäßig, die Entwicklung des dritten = 


e 


Falles unter der Voraussetzung y = 1 + durchzuführen, 7 


wodurch sich, unter Zuhilfenahme einer neuen ON noe 
übersichtliche Gesetze ergeben. 


Debyes, in dem erwähnten Falle modifizierte, Über- pay”. 7 


legungen geben, auf die Entwicklung der Funktion F BEN, 
2n 2) (Gleichung (33) für n>oo angewandt, 


1) P. Debye, Math. Ann. 67. 8. 535. 1909. 
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1. fir ci 
F (2nct, 2n x) 
(86a) = 
3 j 2Vnnet -1) 
F(2net,2n 2) 
3a 
cos (2» Vet t? — - — 1) are cos ) 
(36 b) =1+ 
3. fiir ct = 2+ (# unabhängig von n) 
6 (2n) 3 
(36 e) | F (2net, 2n 2) = os a2 +0( 
z 


(Kurve C in Fig. 3), 


Der Exponentialfaktor UrGof _ = in (36a) 


ist positiv; daher wird für großes n im ersten Falle die Wellen- 
funktion F gleich Null bis auf einen Rest von der Größen- 


—const®?.n 
ordnung } Im Falle (36b) hingegen ist F bis auf 
. . 1 . 
einen mit der Größenordnung —— verschwindenden Rest 


Vn 
gleich 1, d.h. gleich der Amplitude der Rechteckswelle (29. 
Im Falle (36c) schließlich, d.h. bei Zeitlupenbetrachtung des 


dem Zeitpunkt ¢ = ———— unmittelbar benachbarten Zeitinter- 


valls, ergibt sich für F (bis auf einen Rest von der Größen- 
ordnung 1/n’) eine gewisse durch das komplexe Integral in 
(36c) dargestellte Funktion der „mikroskopischen“ Zeit 9. Diese 
stellt nun den zwischen den Werten 


Ubergang 


iw 
4, 
Bir 
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lim F = 0 des ersten und lim F = 1 des zweiten Falles her; 
n>m» 

ihren Verlauf!) zeigt die Fig. 4, aus der hervorgeht, daß diese 
Funktion für negatives # rasch aperiodisch verschwindet, für 


Integrationsweg 


in Gl. (36e) 


positives ı* aber sich unter Oszillationen von porn 


Amplitude und wachsender Frequenz dem Grenzwert 1 nähert. J 
1) Es gilt 
sin 


v! 


für große reelle Werte des Arguments 9 gelten die folgenden asympto- _ 
tischen Entwicklungen: 
e 


in = 00191-*)), 


> 
— 
73 
- 
) 
- 
f a 
t 
\ 
| — 
- 
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Für + = 0, d.i. fiir ct = 2, hat diese Funktion den Wert 7 
wie aus (36c) sogleich abzuleiten ist: 


2ni 2 3 2ni 2 3 2ni w 


(erstreckt über die doppelt durchlaufene positiv-reelle w-Achse 
und einen Kreis um den Punkt w = 0] =}. 
Durch Anwendung dieser Ergebnisse auf Gleichung (34) folgt: 
Die Elongation Z,,, welche die rechteckige Anfangs- 
störung (29) von der Höhe 1 an der Gitterstelle x (d.h. an dem 
n z-ten Massenpunkte) hervorruft, ist gleich Null (bis auf einen Rest 


7} bis zum Eintreffen des 
n 

vom nahen Ende der Störung ausgehenden Schalles; sodann 


wächst £,, innerhalb eines kleinen Zeitintervalls von der 


von der Größenordnung 


Größenordnung a gemäß Fig. 4 von Null auf den Wert 
e 
‘/,, der beibehalten wird (bis auf einen Unterschied von der 
Größenordnung " ) bis zum Eintreffen des vom fernen Stö- 
n 

rungsende ausgehenden Schalles, worauf die Welle in analoger 
Weise verschwindet (bis auf einen zeitabhängigen Rest von 
der Größenordnung 

Ein grundsätzlicher Unterschied gegenüber der Fortpflan- 
zung mechanischer Vorgänge in einem kontinuierlichen Medium 
besteht also nur in dem Augenblick, in dem die Welle in dem 
betrachteten Punkte eintrifft; während sie nämlich im Falle 
des Kontinuums nach Ablauf der Latenzzeit unstetig auf 
ihren Scheitelwert springt, baut sie sich in einem Punktgitter 
gemäß Fig. 4 auf, hat also im Latenzzeitpunkt erst !/, ihres 
Scheitelwertes und erreicht diesen unter Schwingungen, deren 
Amplitude auch beim Grenzübergang n> co endlich bleibt 
(Gibbssche Erscheinung). 

Hält man anstatt x die Zeit t konstant, so folgt aus (34), 
(36a—c), daß das Bild der Welle, gleich wie in einem reibungs- 
freien Kontinuum, makroskopisch ein Rechteck von der Höhe 


'/, ist; für die mikroskopisch, d. h. mit dem Vn - fachen des 
Molekülabstandes als. Längeneinheit betrachtete Gestalt der 
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Wellenstirn gilt wieder der Ausdruck (36c), wobei jetzt (t wird 
festgehalten) 


if 


T 
-5 -4 -3 -2 -1 0+4 


x 7 Einschwingen der elastischen Welle Fu 
8 


zu setzen ist; das mikroskopische Bild der von links nach 
rechts fortschreitenden Wellenfront wird daher durch die um | 
die Ordinatenachse umgeklappte Fig. 4 wiedergegeben. 


5. Fortpflanzung von Anfangselongationen von sinusförmiger 


Kurvenform 
Nimmt man anstatt einer rechteckigen (Gl. (29) eine 
sinusförmige Anfangsstörung an, also . 
ike 
=0 für alle andern x, 


mit einer reellen Wellenzahl k von zunächst beliebiger Größen- 7 
ordnung, so folgt aus (28), (38) 


Po. 1 ‚fe- antes 

"nz 2n 

ips 

(39) -2nia”(i- —2nir (1 - 

e n/ _e 
k 
Annalen der Physik. 5. Folge. 2. 67 


09 
‘eA 
> | 
f 
b 
t 


= 


>. 


- 


i 
= 


Die Ubertragung der Debyeschen Uberlegungen zeigt dann: 
— const?.n 


e . 
—— , ist also 


der Ausdruck (39) hat die Größenordnung 
n 


sehr klein, solange noch z— 2” > ct ist; für das Zeitintervall 
(40) z- <ei<ce— 
(unter Ausschluß einer Nachbarschaft der beiden Grenzen von 


der Größenordnung - J ist (39) bis auf einen Rest von der 


Größenordnung = gleich dem Residuum [in t = is) des mit 
n \ 


(3 
dem Faktor e ( zn) multiplizierten Integrandenteils von 
(39), d.h. 
k 
1 -2nietsinz- +ikz 
(41) cuz = +0(— 


ct< 2’; | 
für 2— 2’<.ct schließlich verschwindet (39) mit der Größen- 


1 
ordnung ——- 
n 
Ist k z.B. eine endliche, mit » nicht variierende Zahl 
(d. h. ist die Anfangselongation (38), makroskopisch betrachtet, 
von endlicher Wellenlänge) so ist 


sın on +0 (+) 


und aus (41) folgt 
‘ 1 r—e 1 


n 


also im wesentlichen das Wellenausbreitungsgesetz des Konti- 
nuums. Jedoch auch dann noch, wenn k mit einer niedrigeren 
als der */,-ten Potenz von n unendlich wird, folgt aus (41) 


(= om 0, 


(42a) In >o für im = 0. 
no 

Ist hingegen k proportional mit n*s oder einer höheren n-Potenz, 

so besteht bereits Dispersion; ist k z. B. proportional mit n, 

d. h. ist die Kurve die Anfangselongationen, auf den Molekiil- 

abstand als Abszisseneinheit bezogen, von endlicher W ellen- 


| _ 
he 
| 
a 4 
4 r 
5 
4 1 


so folgt aus (41) 


1 iklz-ct 1 

(43a) ( k +0), 

d.h. in diesem Falle tritt die — aus den früheren Arbeiten 
über dieses Gebiet bekannte — Abhängigkeit der Fortpflan- 


zungsgeschwindigkeit von der Wellenlänge wirklich auf. 

Schließlich ergibt die Diskussion von (39) für die Zeit- 
punkte, in denen Kopf und Schwanz der Welle im betrachteten 
Punkte P,, eintreffen, das gleiche Gesetz (36c), wie im Recht- — 
ecksfalle, “falls k mit einer geringeren Potenz als n*s wächst. 
Gilt aber 


(44) k =k* (2n)*s, 
so folgt aus der betreffenden asymptotischen Entwic klung | von 


(39) (modifizierter dritter Debyescher Fall) Ey sien 


1 
“4 
1 Ste 3 dz 1 
(45) sail? 3 nis 
ce z-e 9 


erstreckt über die Kurve C* aus Fig. 5. Die durch das 
Integral (45) dargestellte komplexe Funktion von # stimmt — 
für k* = 0 mit der durch Fig. 4 dargestellten Funktion (36c) 
überein und fällt im übrigen, wie leicht aus der Integral- 
darstellung (nach Ersetzung von z durch k* Yx—x”z) abzu- u 
lesen, bei konstant gehaltenem 9 mit zunehmenden Werten 
von k* Vz-?’; d. h. je kleiner die Wellenlänge der Kurve 
der Anfangselongationen ist, und je weiter man sich von den 
Erregungszentren entfernt, desto flacher wird die Front der 
elastischen Welle. 

Es ist physikalisch einleuchtend (Spektralzerlegung), daß 
das im vorstehenden für „sinusförmige“ Anfangselongationen 
abgeleitete Limesgesetz (42a) (unverzerrte Wellenfortpflanzung) 
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auch bei beliebig vorgegebenen Anfangswerten ¢, 9 (die wir 
uns allgemein als Funktionen des Index x und der Punkte- 
zahl n denken) gilt, sobald deren Variation von Punkt zu 


Integrationsweg 
in Gleichung (45) 


Punkt (abgesehen von den Enden) nicht größer als die der 


Funktion ist. In Formeln, unter C,, C, positive 
Konstanten verstanden: Ist 


(46a) e+ 25x52"; 
und + 1sesn-1, 


so folgt 

| — < C,n-2/2, 


wieder mit Ausnahme einer gewissen raumzeitlichen Nachbar- 
schaft der Wellenenden von der Größenordnung n-*s; auf 


= 

Ps 

| a 
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Wiedergabe des Beweises, der auf der Abschätzung von a af 
Summen über Produkte Besselscher Funktionen beruht, sei 


verzichtet.!) 


6. Fortpflanzung von Geschwindigkeiten 


Während die Elongationen der Gitterpunkte bei plausiblen | 
Annahmen iiber die Anfangswerte die Bewegung des linearen | SF 
Kontinuums approximieren, gehen die Gittergeschwindigkeiten — Pty. 
für n> oo nicht in den Geschwindigkeiten des zugeordneten 
Kontinuums über, sondern nähern sich überhaupt keinem 5 
Grenzzustand; um das zu erkennen, genügt es, die Gleichung (34) — 
(rechteckige Anfangselongation) nach t zu differenzieren und a 


zu konstatieren, daß die (durch formale Differentiation von : 
Gleichung (36 b) zu gewinnende) Entwicklung von OF /öt für 
n—-> oo divergiert. 


1) Denkt man sich z.B. ein lineares Kontinuum 0 <r = 1) mit 
folgendermaßen vorgegebener Anfangselongation =: at) 
SZ=f@), für alle anderen x, 
durch ein Gitter mit +1 Massenpunkten approximiert und schreibt be 
dem z-ten Massenpunkte die Elongation der entsprechenden Kontinuums- — - 


stelle zu, also se 


(=), t, = 0 für alle anderen x, 
so folgt aus (46a, b): » & 

Dann und nur dann, wenn 


| f@ + 4a) 2” 


gilt, gehen die Gittervorgiinge für n— © in die Kontinuumsvorgänge 
über (und zwar gleichmäßig in jedem endlichen Gebiet der «—t-Ebene, 
welches eine raumzeitliche Umgebung der Wellenenden ausschließt). | 
f(x) muß also einer „Hölderbedingung vom Exponenten ++.“ ge 
nügen (unter e eine beliebige kleine positive Konstante verstanden), — 
damit die Gittervorgänge die Kontinuumsvorgänge bei wachsendem n 
immer besser approximieren; hingegen ist dazu nicht notwendig, daß der 
Differenzenquotient 
f(a + Ax) — f(x) 
de 


4 
~ 
f daß f(x) differenzierbar sein müßte. fe 
Le 


Es bleibt nunmehr noch übrig, an Stelle von (22) nicht- 
verschwindende Anfangsgeschwindigkeiten zu betrachten. Es 
sei jetzt also 
(47) n—1 
angenommen; gemäß Gleichung (20) und (25) muß dann in 
allen Integralausdrücken bloß formal durch den Faktor 
p = —2ien sin r dividiert werden. 

Z. B. gilt für eine rechteckige Kurve der Anfangs- 
geschwindigkeiten wieder Gleichung (34), wenn jetzt unter F 
die Funktion 


48 | 
(48) F(T, 2) = toon J — isin 


verstanden wird. 
Die asymptotische Entwicklung von (48) ergibt 


1. für ct< 
F(2nct, 2n a) 
x 


1 AneVnwet (2 -1)" 

füre>z 


F(2nct, 2n x) 

cos (20 x? — (2nx—1)are cos 
2 
2neVnaet a) te 


ae ° [1 O 

(49 c) F (2nct, 2n 2) =O(n-*h), 


Die Einsetzung dieser iy in (34) ergibt, daB die 
durch eine rechteckige Kurve der Anfangsgeschwindigkeiten 
erzeugten Gitterbewegungen bis auf einen für n->oo ver- 
schwindenden Unterschied sich so abspielen wie im Kontinuum, 
wobei auch an den Wellenenden keine Anomalien auftreten. 
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Das gleiche gilt für sinusförmige sowie für beliebig ge- 
staltete (einer der Gleichung (46a) analogen Bedingung ge- 
nügende) Anfangsgeschwindigkeitskurven, was hier nicht im 
Detail gezeigt werden soll. 


7. Analogie mit den Vorgängen auf künstlichen Kabeln 

Da die Gitterabstände der Kristalle von der Größenord- 
nung 3-10=® cm sind, ergibt sich als — der ,,Massen- 
punkte“ pro Zentimeter Kristallänge n = 1/,-10°; um die hier 
beschriebene Abflachung der Fronten ah ie Wellen experi- 
mentell nachzuweisen, müßte man daher nach (37) die Elon- 


gationen der einzelnen Teilchen eines Kristallelementes von 
der ‚Größenordnung 


6 
betrachten und auseinanderhalten, unter [em] die Länge des 
untersuchten Kristalls verstanden. 

Würde man andrerseits in der Elektrizitätstheorie den 
stetigen Raum durch ein Punktgitter, in dessen Punkten die 
Dielektrizitätskonstante und die Permeabilität (d.h. Kapazität 
und Induktivität) konzentriert sind, und demgemäß in den 
Maxwellschen Gleichungen die partiellen räumlichen Diffe- 
rentialquotienten durch Differenzenquotienten ersetzen, so 
würde bei linearen Problemen die Fortpflanzung der elek- DR 
trischen Wellen ebenfalls in der hier für die latiscben 
Wellen geschilderten Weise, mit der Anomalie an den W ellen- — 
enden, vor sich gehen. Ein angenähertes Beispiel eines der- 
artigen linearen elektromagnetischen Gitters (wenn auch nicht _ ~ 


der zu (3) analogen Randwertaufgabe) bietet ein vielgliedriges — 7 


kiinstliches (oder Pupin-)Kabel mit in einzelnen Punkten (Pupin- 3 er Nr 


2 
(5) (2n)-" = 3-10-81" cm 


Spulen) konzentrierten Induktivitäten. Auf einem solchen 
Kabel haben die Stirnen der Stromwellen tatsächlich die a p 
stalt der um die Ordinatenachse umgeklappten Fig. 4.") 7 


1) Vgl. F. Pollaczek, Theorie der Einschaltvorgänge des viel a 
_— künstlichen Kabels, ENT 2. S. 197. 1925. er 


(Eingegangen 5. August 1929) 
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Über eine Neubestimmung des Grenzwertes der 
Ausdehnungs- und Spannungskoeffizienten von 


Helium, Wasserstoff und 
Von W. Heuse und J. Otto 


J a+ 


(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt) 
(Mit 1 Figur) 


Die Kenntnisse über den Verlauf der Gasisothermen bei 
Drucken unterhalb 1m Hg sind nicht befriedigend, obgleich 
noch in jüngster Zeit mehrere Forscher sich mit diesem Gegen- 
stand beschäftigt haben. Besonders trifft dies zu bei Helium, 
dessen Verhalten für gasthermometrische Bestimmungen von 
besonderer Bedeutung ist und bei welchem sowohl Burt!), 
als auch Baxter und Starkweather?) die Isothermenneigung 
1 ape 
Pv dPu.Hg 
der Isothermen bei höheren Drucken x, = 69-10-5 zu erwarten 
ist. Unklarheit besteht auch bei Sauerstoff, der Grundlage für 
r die Atomgewichte, für welchen Batuecas, Maverick und 

 Behlatter?) x,-Werte zwischen 68-105 und 145-10-5 fanden, 
aus denen sie den an und für sich nicht unwahrscheinlichen 
Mittelwert 114-105 ableiteten. 

Auch bezüglich der Spannungs- und Ausdehnungs- 
_ koeffizienten und des Grenzwertes dieser beiden für p =0 
besteht noch nicht die wünschenswerte Übereinstimmung der 
Ergebnisse. Keesom und van der Horst?) finden den Span- 
nungskoeffizienten des Heliums fiir den Anfangsdruck 1 m Hg 

um etwa 0,3 Promille größer als Henning und Heuse.5) 


bei 0° x, = = 0 finden, während nach dem Verlauf 


1) F. P. Burt, Trans. Faraday Soc. 6. S. 19. 1910. 

2) G.P. Baxter u. H.W. Starkweather, Proc. Acad. Washington 
12. S.20. 1926. 

3) T. Batuecas, G. Maverick u. C. Schlatter, Journ. chem. phys. 
22% 8.131. 1925. 
4) W. H. Keesom u. H. v. d. Horst, Comm. Leiden. 188a. 1928. 
5) F. Henning u. W. Heuse, Ztschr. f. Phys. 5. S. 285. 1921. 
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Neubestimmung des Grenzwertes usw. 1018 
Da bei Arbeiten, die in der Physikalisch-Technischen Reichs- 
anstalt früher ausgeführt wurden!), außerdem eine Krümmung 
im sonst geradlinigen Verlauf der Isothermen gefunden wurde, die 
weder theoretisch zu begründen war, noch auf Meßfehler zurück - 
geführt werden konnte, ist in der vorliegenden Arbeit der Ver- 
suche gemacht worden, durch Verwendung einer grundsätzlich 
veränderten Versuchsanordnung das Beobachtungsmaterial so 
weit zu vervollständigen, daß man zu einer befriedigenderen 
Klärung der strittigen Fragen kommt. 

Bei den früheren Beobachtungen wurden die zu bestimmten 
Volumina gehörigen Drucke durch mikrometrische Einstellung 
auf Quecksilberkuppen gemessen, von denen die untere den Gas- 
raum abschließende Kuppe mit einer Stahlspitze in optischen 
Kontakt gebracht wurde, während die andere sich frei im 
Vakuumschenkel des Manometers befand. 

Bei der vorliegenden Untersuchung verwendeten wir, ähnlich 
wie Howarth und Burt?), die Methode, mit veränderlichen 
Volumina zu arbeiten, und diese so einzustellen, daß beide 
Quecksilberkuppen gleichzeitig mit festen Spitzen in optischen 


Versuchsanordnung 


Das 
a; es beträgt, wie die Aus- 
bei einem Außendruck von 
1 Atm., der Temperatur #9 und dem Innendruck p 


Das Meßgas erfüllt die Volumina V 
Volumen V,,, reicht bis zur Marke 
wägung mit Quecksilber ergab, 


p> Vz und V,. 


m Hg* 


297,134 (1 + 1,76-10-5-t + 


Das den Raum V, „ umschließende Glasgefäß war schon bei den 
Messungen von Henning und Heuse verwendet worden. Die 
Anderung von Voo gegenüber dem Wert, der bei Henning und 
Heuse mitgeteilt wurde, ist durch eine andere Festlegung der 
Marke a verursacht. 

Das Volumen JV, befindet sich zwischen den Marken a, b 
und dem Miniskus im Manometerrohr für den Fall, daß seine 
Kuppe mit der Spitze S, in optischem Kontakt ist; es wurde 
volumenometrisch bestimmt, wobei die Abweichung vom 
Mariotteschen Gesetz berücksichtigt wurde. Es betrug 
7,786 ccm. Dieser Wert gilt für den Fall, daß der Quecksilber- 


5-105-p) ccm. 


1) W. Heuse, Ztschr. f. Phys. 37. S. 157. 1926. 


2) J.T.Howarthu.F.P. Burt, Trans. Faraday Soc. 20, S.544. 1924. 
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werten eine Verbesserung angebracht, die bei einer Abweichung 
Meniskushéhe von 0,1 mm 5cmm betrug.!) Diese Ver- 
besserung hatte in der Regel einen Betrag unterhalb 3 emm; 


1) Vgl. K. Scheel u. W. Heuse, Ann. d. Phys. 38, 8. 291. 1910. 
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meniskus eine Héhe von 1,6 mm hat. Nach Méglichkeit wurde 
er auf diese Kuppenhöhe eingestellt. Sofern seine Höhe von 
diesem Werte abwich, wurde an den beobachteten Volumen- 


zur 


Toplerpumpe 
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nur in wenigen Fällen betrug sie bis 6 emm. Bei den Versuchen 
mit großen Volumina kam sie also wenig in Betracht. 

Das veränderliche Zusatzvolumen V, ergab sich aus den 
Gewichten der beiden Wägekolben W, und W,, die durch 
Schliffe mit der Apparatur verbunden und leicht abgenommen 
werden konnten. Zu Beginn jeder Meßreihe war deren Gewicht 
festgestellt worden für den Fall, daß das Quecksilber bis zur 
Marke b reichte. Die durch Änderungen des Innendruckes be- 
wirkte Änderung des Gefäßvolumens (6cmm auf 1m Hg) 
wurde berücksichtigt. V, betrug im Maximum 135 cem. 

Die Wandungen von V,,, V, und einem Teil von V; be- 
standen aus Glas 591, der übrige Apparat aus Thüringer Glas. 
Zur Verbindung der Glassorten dienten die mit Siegellack ge- 
dichteten Scnliffstiicke C, und C,. 


Die Kolben W, und W, waren in der Höhe so angeordnet, 
daß es bei allen in Betracht kommenden Drucken möglich war, 
das Volumen des Meßgases durch Hineindrücken von Queck- 
silber zu verkleinern bzw. durch Absaugen von Quecksilber zu 
vergrößern. Bei Herstellung einer geeigneten Differenz zwischen 
den Drucken in den Wägekolben und im Meßvolumen konnte der 
Quecksilberaustausch unter Verwendung der mit Quecksilber- 
diehtung versehenen Hähne H, und H, leicht geregelt und der 
gewünschte Druck eingestellt werden. 


Zur Festlegung des Druckes waren in die Schenkel des 
Manometers M Platindrähte eingeschmolzen, die zu den Spitzen 
So, S,....S, ausgezogen waren. Aus Festigkeitsgründen waren 
sie in Glas eingebettet, aus dem sie im Innern des Manometer- 
rohres etwa 1 mm herausragten (vgl. Zusatzfigur). Sie waren 
zur Vermeidung elektrischer Aufladungen durch die Rohrwand 
bis in das umgebende Eis geführt. Die angenäherte Einstellung 
der Menisken erfolgte mit Hilfe der Niveaukugel N. Sodann 
wurde der Hahn H, geschlossen und die Feineinstellung (optıscher 
Kontakt zwischen Spitze und ihrem Spiegelbild) durch Zu- 
sammendrücken des Schlauches mittels der Holzklemme K 
bewirkt. 


Bei den vorliegenden Messungen kam es im wesentlichen 
auf die Kenntnis der Druckverhältnisse an. Obgleich sich das 
Manometer bei allen Messungen auf 0° befand, konnte die Be- 
stimmung der Spitzenabstände bei Zimmertemperatur aus- 
geführt werden, da die Abstandsverhältnisse durch Tempe. 
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raturänderungen nicht beeinflußt wurden. Zur Erreichung 
größtmöglicher Genauigkeit war es zweckmäßig, das Ver- 
hältnis der Vertikalabstände je zweier benachbarter Spitzen 
im langen Schenkel von der Spitze im kurzen Schenkel in 
einer symmetrisch angeordneten Meßreihe zu bestimmen. Die 
von den beiden Beobachtern abwechselnd ermittelten Ab- 
standsverhältnisse waren um höchstens 1/j99999 voneinander 
verschieden. Bei n Spitzen im langen Schenkel erhielt man so 
n-1 Werte für das Verhältnıs der Abstände zweier benachbarter 
Spitzen von der Spitze im kurzen Schenkel ; durch geeignete Kom- 
bination dieser Verhältniszahlen ließen sich die Abstände be- 
liebiger Spitzen zueinander in Beziehung setzen. Der An- 
schaulichkeit halber werden in den Tabellen nicht die Ab- 
standsverhältnisse gegeben, sondern die Abstände, die von 
einem (bei 0° angenähert richtigen) Anfangsdruck aus mit 
Hilfe der Verhältniswerte errechnet wurden. 

Bei der Bestimmung der 0°-Isotherme waren dıe Volumina 
Vi»> Vz» Vy, das Quecksilber zwischen V, und C,, sowie das 
Quecksilber des Manometers von schmelzendem Eis umgeben. 

Zur Bestimmung der Ausdehnungs- und Spannungs- 
koeffizienten konnte das Volumen V,, bis a in einen Wasser- 
dampfthermostaten!) gebracht werden, dessen Temperatur aus 
dem auf 0° und normale Schwere (980,665 em sec?) reduzierten 
Barometerstand abgeleitet wurde. Ein anschließender kapil- 
larer Raum von 0,080 cem (eir Teil von V;) befand sich dann 
auf der Durchschnittstemperatur von 25°, der übrige Apparat 
auf 0°. 

Durch Verwendung geeigneter Zusatzhüllen konnte die 
Eispackung des Manometerrohres jeweils so eingerichtet werden, 
daß die zu beobachtende obere Spitze mikroskopisch avisiert 
werden konnte. Durch die Eispackung an der unteren Spitze 
waren Visierrohre geführt. 

Die ersten Versuche (Tab. 1), die die Bestimmung der 
0°-Isotherme zum Ziele hatten, wurden ohne das Volumen 
V,» durchgeführt. In diesem Falle war es möglich, mit der- 
selben Gasfüllung die Isotherme des gesamten zur Verfügung 
stehenden Druckbereiches (0,3—0,45—0,6—0,9 m Hg) zu 


messen. 


1) Vgl. L. Holborn u. H. Schultze, Ann. d. Phys. 47. 


S. 1089. 
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Nachdem das Volumen V,, hinzugefügt worden war, 
wurde der lange Schenkel des Manometers durch ein Rohr 
mit Platinspitzen in etwas anderen Abständen ersetzt. Es 
konnte jetzt mit einer Gasfüllung nur noch die Isothermen- 
neigung zwischen zwei aufeinanderfolgenden Drucken fest- 
gestellt werden. Bei diesen Meßreihen (Tab.2) hatten die oo. 
Drucke die runden Werte 0,39—0,53—0,73—0,99—1,36 m Hg. a 


Die Gase wurden in derselben Weise hergestellt, wie es i 


in den Arbeiten von Holborn und Otto!) beschrieben ist. 


Berechnung des Ausdehnungskoeffizienten 

Befiinde sich V, , bis zur Marke a auf t®, V, und V, auf 0%, ow 

so hätte das Gas bei t —10C° das Volumen (in em?): 
V,»+ Veet Ve — 0,080 + 0,080/1 + 0,0037 25, 


bei t = 0° das Volumen 


Der Teil des Gases, der bei 2 das Volumen 
> 
Vip = Vip 


einnimmt, würde bei 0° das Volumen 
= Van + Veo — Ve, + 0,080 (1 — 1/1 + 0,0087-25) 
besitzen. 
Der Ausdehnungskoeffizient kann daher berechnet werden 
nach der Gleichung 


= — Van + 0,080 (1 — 1/1 + 


Berechnung des Spannungskoeffizienten 
Befände sich V, „ bis zur Marke a auf t°, V; und V, auf 0°, 
so hätte das Gas, wenn t ~ 100° und p = p’ ist, das Volumen: . 
+ Part Ve — 0,080 + 0,0801 + 
wenn = 0° und p = p”, das Volumen 


1) L. Holborn u. H. Schultze, a.a.O. (Ar); Holborn, Ann.d. | 
Phys. 63. 8.674. 1920 (H,); L.Holborn u. J.Otto, Ztschr. f. Phys. 33, 8.1. 
1925 (Na); 10. S. 367. 1922 (N,, O,, He). Reines Argon war uns außerdem 
von der Linde-Gesellschaft in Höllriegelskreuth durch Vermittlung von 
Hrn. Meißner in dankenswerter Weise zur Verfügung gestellt worden. 


Zi 


Die Gasmenge, die bei dem Drucke p’ das Volumen 
Viit Ve — 0,080 + 0,080/1 + 0,0037 -25 

einnimmt, würde bei p” das Volumen 


(V,:+ Vi — 0,080 + 0,080/1 + 0,0037 -25)-Q 
einnehmen, wobei 
— 1 dpv ” 
Q = Pip 1 | 
ist. 
Die Gasmenge, die bei {0° und p’ das Volumen 


t,p t,p' 


einnimmt, würde bei 0° und p’’ das annähernd gleiche Volumen 


= i] 0, p” + fr Vi 
— (U, + Vi — 0,080 + 0,080/1 + 0,0087-25)Q 
besitzen. 


Der Spannungskoeffizient 6 kann demnach berechnet 
werden nach der Gleichung: 


= —— = 


Vig 
~ + + (Veg + — 0,080 +0,080/1 +0,0037.25) Q] p” 


Nach der Definition des Spannungskoeffizienten soll 


= 
sein. Tatsächlich trifft dies nicht vollkommen zu. Es me 
deshalb an den berechneten ß-Werten eine entsprechende Ver- 
besserung angebracht, die im Maximum 3-10-8 betrug, also 
innerhalb der Fehlergrenze liegt. 


0°-Isothermen (Tabelle 1 und 2) 


In der Tab. 1 sind die Messungen dargestellt, bei weichen 
die Volumina V = V, + V, zwischen etwa 40 und 135 ccm lagen 
und jede Gasfüllung bei 4 bzw. 5 Drucken beobachtet werden 
konnte. Spalte 2 enthält die Drucke p in mHg, Spalte 8 die 
(? V)beob. 


zugehörigen Volumina in ccm, Spalte 4 pv = Gy) Vintais’ 
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vo wurde aus den Beobachtungen jeder MeBreihe nach 
der Methode der kleinsten Quadrate eine Gleichung der Form 
pv=A-+x,°p abgeleitet. In Spalte 5 werden die Differenzen 
zwischen den pr-Werten der Spalte 4 und den aus diesen 
Gleichungen berechneten gegeben, in Spalte 6 die Werte fir 
%'10°, und in Spalte 7 die Mittelwerte tür x)-10™°, sofern für 
ein Gas mehrere Meßreihen vorliegen. 

In der Tab. 2 sind Versuche dargestellt, bei welchen die 
Volumina V = Ve» + V,+ V, zwischen etwa 310 und 430 cem 
liegen. Bei diesen Versuchen konnte jede Gasfüllung nur bei 
zwei benachbarten Drucken untersucht werden. Drei Druck- 
stufen standen zur Verfügung. Für die einzelnen Druck- 
stufen sind in Spalte 5 die Werte von x,:105 gegeben, die zum 
Mittel in Spalte 6 vereinigt sind. \ 


p mHg V ccm pv | 4-105 | %°105 


Helium 


6.7.28 | 0,29875 | 135,940 | 0,99959 | +1 | 
0,44828 | 90,601 | 0,9965 | 2 
0,59705 | 68,033 | 0,99976 0 
0,89802 | 45,240 | 0,99994 0 | 
16.7.28 | 0,29875 | 127,469 | 0,99951 | +3 
0,44828 | 84,954 | 0.99955 | — 4 u. 
0,59705 63,796 | 0,99972 
0,89802 | 42,424 | 09998 +1 
6.2.29 | 0,39024 137,044 | 0,99950 | -4 
0,53310 | 100,335 | 0,99966 +1 | 
73,571 | 0,99984 | +5 || + 76 
0,99450 53,801 | 0,9997 -3 | 
| 1,36280 | 39,273 | 1,0007  -1 
Neon 
26.7.28 | 0,29875 | 130,792 | 0,99964 | +4 es 
0,44828 | 87,164 0.99964 -5 | 
0,59705 | 65,454 0,99977 0 
0,89802 | 43,525 0,99995 1 


27.7.28 | 0,29875 | 130,790 | 0,99961 
0,44828 87,165 | 0,99963 
0,59705 65,453 | 0,99974 
0,89802 43,526 | 0,99996 
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Tabelle 1 (Fortsetzung) 


p mHg V ccm pv 4-10° | x,+10° 
Argon 

0,29875 | 133,685 | 1,00089 | +2 

0,44828 89,071 1,00065 _ 124 

0,59705 66,868 | 1,00052 +2 u 

0,89802 44,440 | 1,00013 0 
Wasserstoff 

0.29875 129,062 0,99963 | +6 

0,44828 86,008 0,99959 - 7 

0,59705 64,586 0,99973 -§ 

0,89802 42,950 0,99996 +2 

0,29875 129,052 | 0,99943 +4 

0,44828 86,009 0,99948 -5|\,g9 

0,59705 64,589 0,99965 0 | 

0,89802 42,954 0,9993 +2 

0,29875 | 129,053 | 0,99957 +3 

0,44828 86,010 0,99962 

0,59705 64,586 0,99974 0 

0,89802 42,949 0,9994 +1 

0,29875 129,069 0,99950 +7 | 

0,44828 86,013 0,99946 -9 

0,59705 64,595 0,99968 

0,89802 42,957 0,99993 | +1 | 
Stickstoff 

0,29875 | 127,351 1,0005 | +4 

0,44828 84,858 1,00029 -3 | _ 59 

0,59705 63,708 1,00021 | 

0,89802 42,351 1,00008 +2 

0,29875 127,349 1,00052 +5 

0,44828 84,854  1,00033 -4 \_ 

0,59705 63,705 1,00024 | 

0,89802 42,348 1,00009 2 
Sauerstoff 

0,29875 | 129,184 | 1,00092 +5 

0,44828 86,067 1,00062 

0,59705 64,613 1,00049 -1 

0,89802 42,948 1,0004 +1 
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Tabelle 2 


0°-Isothermen. 


| p m Hg V cem 10° | 
Helium 
13. 4. 29 0,39024 425,624 
0,53310 428,199 | 
0,72717 313,950 | + % +S 
0,72717 426,301 | | 
0,99450 311,771 + 
Wasserstoff 
3.6.29 0,39024 425,383 + 95 Tr 
0,53310 311,431 
1.6.29 0,53310 426,572 |. 
0,72717 312,764 | 
30. 5. 29 0,72717 426,938 
0,99450 312.243 +8 
Stickstoff 
9.4.29 0,39024 427,567 || _ gg 
0,53310 312,973 | 
5/6. 4. 29 0,53310 427,205 | _ go 
0,72717 313,141 | 
6/8. 4. 29 0,72717 428,357 _ 
——-0,99450 313,151 
Sauerstoff 
17.5.29 0,39024 421,80 | jor 
0,53310 | 308,776 | 
18.5.9 0,53310 420,888 
0,72717 308,478 
22.5. 29 0,72717 423,453 
} 0,99450 309,517 


In Tab.3 werden die x,-10°-Werte aus Tab.1 und 2 gemittelt 
und mit denen verglichen, die aus den Beobachtungen bei 
hohen Drucken!) fiir das Gebiet kleiner Drucke durch Extra- 
polation berechnet wurden. Die Differenz zwischen beiden A 
entspricht bei allen Gasen der geschätzten Genauigkeitsgrenze 
unserer Beobachtungen. Wir können deshalb schließen, daß 


1) J. Otto, Ztschr. f. Intrumentenkde. 48, S. 257. 1928. q 
der Physik. 5. Feige. 
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die Gleichungen für pr, die für das Gebiet oberhalb 1 m Hg 
aus den Beobachtungen abgeleitet wurden, auch in dem Gebiet 
zwischen 0,3 und 1 m Hg gültig sind. 


Tabelle 
xq" 10+5 
Tab. 2 Mittel Hohe Drucke A 
| | 

+ 68 + 69 + 69 0 
+ 79 + 76 + 82 -6 
- 63 — 63 — 62 —1 
— 132 — 128 — 130 +2 
— + 59 + 64 -5 
— — 124 — 129 +5 


Ausdehnungs- und Spannungskoeffizienten 
Tab. 4 enthält die Unterlagen zur Berechnung der Aus- 
dehnungs- und Spannungskoeffizienten. 
Einen Weg zur Ableitung der Grenzwerte y, und y, aus den 
beobachteten @- und ” Werten liefern die Beziehungen: 


100(¢@ —y,) = — [#00 — (1 + 100 = 100 po, 


100 (8 — 7,) =] (#00 — %) (1 + 1008) = 100b-po. 
Tabelle 4 
«107 
| p mHg eem | é beob. _ beob. 
Helium: 
0,39024 6,475 0 | 
0,53310 2,187 99,837 36611 
0,39024 85,617 99,839 36597 
0,53310 6,672 0 
0,72717 2,778 100,044 36602 


0,53310 85,923 100,084 36594 

0,72717 9,019 0 

0,99450 3,983 100,172 36611 
0,72717 88,334 100,161 36587 


0,99450 6,836 0 


1,36280 1,915 | 100,152 36604 
0,99450 86,182 | 100,150 36579 | 


| 
: 
a Tab. 1 
He | + 70 
H, + 74 
- 63 
124 
= + 59 
Ar — 124 
| 
Pr 
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f 
] 
N 
12. 4.29 
11.4. 29 
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Tabelle 4 (Fortsetzung) 


Wasserstoff 
4. 6. 29 0,39024 6,244 0 
0,53310 1,823 99,485 36617 7 
0,39024 85,198 99,497 36604 rs 
3. 6. 29 0,53310 6,498 0 > ae 
0,72717 2,448 99,658 36613 7 
0,53310 85,554 99,661 36604 a 
1.6.29 0,72717 1,833 0 
-0,99450 3,070 | 100,066 36620 
0,72717 87,103 | 100,068 36593 4 


7 
30./31. 5. 29 0,99450 7,308 0 
1,36280 2,225 100,046 36621 
0,99450 86,559 100,047 36589 Er 
Stickstoff 
4, 4.29 0,39024 10,972 0 
0,53310 5,595 99,870 36673 
0,39024 90,237 99,866 36664 
9.4.29 | 0,58810 8,045 0 
| 0,72717 3,840 99,951 36671 
0,53310 87,356 99,933 36668 
5.4.29 0,72717 8,210 0 
0,99450 3,311 99,771 36709 
0,72717 87,476 99,772 36699 
8.4.29 0,99450 8.217 0 | 
1,36280 3,054 100,014 36740 


0,99450 87,682 | 100,016 36734 


Als Grundlage für die Herleitung der Konstanten a und b 
dienten die in der folgenden Tabelle enthaltenen Werte der 
Isothermenneigungen. Die Druckeinheit ist 1mHg unter 
Normalbedingungen. 

Tabelle 5 


Gas 105 105 a- 107 


| +85 | 67, at 
| +82) + 11,7 
1 F 


| | 108 
y 
| 
- 

He 

H 

Ne 
| | +378 | +123,5 +137,4 
68* 
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Die Werte von x, und x9 sind den Veröffentlichungen von 
Holborn und Otto!) entnommen und zwar handelt es sich 
um die über einen größeren Temperaturbereich ausgeglichenen 
Werte der für den Druck p =0 berechneten Isothermen- 
neigungen. Diese Werte, denen eine höhere Genauigkeit zu- 
zusprechen ist als den unmittelbar bei kleinen Drucken er- 
mittelten Werten dürften auf eine Einheit der Stelle vor dem 
Komma richtig sein, so daß die Konstanten a und 5b nicht 
um größere Beträge als 2 bis 3-10” fehlerhaft sein können, 

Die mit Hilfe der genannten Beziehungen und der in 
Tab. 5 enthaltenen Werte berechneten y,- und y,-Werte wurden 
derart gemittelt, daß den einzelnen Werten dem Anfangs- 
druck proportionale Gewichte beigelegt wurden. Die so be- 
rechneten Mittelwerte sind in der Tab. 6 zusammengesteilt. _ 


Tabelle 6 
Ya" 10° 
He 36607 
H, 36611 
N, 36609 
Mittel 36609 


Als Gesamtmittelwert ergibt sich: 

y = 0,003 6609 . 
Ein zweiter Weg zur Ableitung des Grenzwertes besteht 
darin, aus den beobachteten &- und ß-Werten durch lineare 
Extrapolation aut p =0 deren Grenzwerte y, und y, zu be- 
rechnen. Diese Berechnung wurde unter Benutzung der Methode 
der kleinsten Quadrate durchgeführt, indem den beobachteten 
Werten ebenfalls ein Gewicht proportional dem Anfangsdruck 
zugeteilt wurde. Sie führt zum Grenzwert y=0,003 6610, also 
in recht betriedigender Übereinstimmung mit der ersten Methode. 


Vergleich mit älteren Beobachtungen der Reichsanstalt 
_ (Unter Mitwirkung von F. Henning) 

Die vorstehend beschriebenen Versuchsergebnisse stellen 
ein in sich vollständig geschlossenes Beobachtungsmaterial dar, 

1) L. Holborn u. J. Otto, Ztschr. f. Phys. 33. S. 9. 
38. S. 365. 1926. | 
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indem mit ein und derselben Anordnung sowohl die Aus- 
dehnungs- und Spannungskoeffizienten @ und f bei verschiedenen 
Antangsdrucken zwischen 0,39 und 0,99 m Hg als auch die 
Neigung x, der 0°-Isothermen für p v zwischen etwa den gleichen 
Druckgrenzen gemessen wurden. Hierbei ergab sich, daß 
innerhalb der Beobachtungsgenauigkeit die Isothermenneigungen 
bei kleinen Drucken ebenso groß sind, wie sie früher aus Beob- 
achtungen bei großen Drucken berechnet wurden. 


Über die älteren Messungen bei kleinen Drucken sei be- 
merkt, daß die von Henning und Heuse angegebenen Iso- 
thermenneigungen für Wasserstoff (x, = +78-1075) und von 
Stickstoff (x = —74-10-5) vollständig innerhalb der Zahlen- 
werte ber Tab. 1 und 2 liegen, und daß nur die damals ge- 
fundene Isothermenneigung für Helium (x, = + 45:10) um 
ein Geringes darunter bleibt. Die Ergebnisse mit der jetzigen 
Meßanordnung, die wegen der völlig gleichartigen Einstellung 
beider Quecksilberkuppen der früheren Anordnung überlegen 
ist, hat gelehrt, daß früher die Meßgenauigkeit für die Be- 
stimmung der Isothermenneigung bei kleinen Drucken zu hoch 
eingeschätzt wurde. Dies gilt besonders für die Versuche von 
Heuse, bei denen ein systematischer Gang der Neigungswerte 
aufzutreten schien. Es dürfte nach der jetzigen Kenntnis der 
Sachlage die bereits dort angeführte Erklärungsmöglichkeit 
durch Annahme eines systematischen Fehlers in der Druck- 
messung in Rücksicht auf die verschiedene und bis zum ge- 
wissen Grade der persönlichen Auffassung unterliegende Ein- 
stellung der beiden Quecksilberkuppen an Wahrscheinlichkeit 
gewinnen. 

Dieser Fehler wäre indessen so klein anzunehmen, daß er 
die mit derselben Versuchseinrichtung beobachteten Spannungs- 
koeffizienten erst bei Anfangsdrucken von 0,5 m um 0,1 Prom. 
und bei höheren Drucken entsprechend weniger erniedrigt. 
Die Annahme würde also keinen Anlaß bieten, um die Zu- 
verlässigkeit der früher beobachteten Ausdehnungs- und Span- 
nungskoeffizienten zu beanstanden. Zu demselben Schlusse 
führt auch der unmittelbare Vergleich der Zahlenwerte mit 
den nach der einwandfreieren Methode gewonnenen neuen Er- 
gebnissen, da die vorhandenen Differenzen durchaus innerhalb 
der Versuchsfehler der älteren Messungen liegen. 


Der Vergleich mit diesen und den Ergebnissen anderer 
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Autoren kann nur durchgefiihrt werden, wenn die Koeffizienten 
als Funktion des Anfangsdruckes py bekannt sind. Zur Auf- 
stellung dieser Beziehungen sind zwei Wege eingeschlagen 
worden, die beide darauf beruhen, daß die Isothermen bei 
0 und 100° geradlinig verlaufen und also lineare Gleichungen 
der Form 
a@=y+tap; 
anzusetzen sind. In der Arbeit von Henning und Heuse 
ist so verfahren, daB die Konstanten y, a, b nach der Methode 
der kleinsten Quadrate aus den fiir verschiedene Werte von p, 
beobachteten Koeffizienten « und ß abgeleitet wurden. Der 
wichtige Grenzwert y ist also durch Extrapolation der Beob- 
achtungen auf den Druck py =0 gewonnen. — Die zweite 
Methode, welche genaue Kenntnis der Isothermenneigungen 
% und xi bei O und 100° voraussetzt, benutzt die bereits 
oben verwendeten Beziehungen 
X19 — % (1 + (#100 — %) (1 + 100 8) 


10a = 


und ermöglicht also aus jedem einzelnen Wert von @ und ß 
den Grenzwert y abzuleiten. 

Diese Methode war bei der Meßreihe vom Jahre 1921 noch 
nicht anwendbar, weil die damals bekannten Daten von x, 
und 99, Insbesondere diejenigen für Stickstoff, noch nicht die 
 genügende Zuverlässigkeit besaßen. Inzwischen sind diese An- 
gaben nach den von Holborn und Otto bei höheren Drucken 
ausgeführten Messungen mit der nötigen Sicherheit bekannt 
(vgl. Tab. 5). Damit gewinnt die zweite Methode den Vorzug 
vor der ersten. Der durch sie angegebene Weg soll in folgendem 
allein beschritten werden. 

In Tab.7 sind die seit dem Jahre 1921 in der Reichs- 
anstalt gemessenen Ausdehnungs- und Spannungskoeffizienten 
und die aus ihnen abgeleiteten Grenzwerte y dargestellt. Die 
Differenz Ay gibt den Unterschied der Einzelwerte y gegen 
den weiter unten näher begründeten Mittelwert y,, = 0,003 6608. 
Diese Unterschiede geben zugleich die Fehler an, die den ein- 
zelnen Beobachtungen zuzuschreiben sind. Man erkennt, daß 
bei den neuesten Messungen vom Jahre 1929 die Fehler ziem- 
lich gleichmäßig verteilt sind, während bei den Messungen aus 
den Jahren 1926 und 1921 die Ausdehnungskoeffizienten im 
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allgemeinen etwas zu große, die Spannungskoeffizienten etwas 
zu kleine Werte zu liefern scheinen. 


Tabelle 7 


Mig | Wa | | 108 | | Ay-10" 


Beobachtungen von Heuse und Otto 1929 


Helium 
0,390 36597 | 36608 0 36611 36612 + 4 
0,533 36594 36609 + 1 36602 36603 -— 6 
0,727 36587 | 36607 - 1 36611 36613 | + 5 
0,994 36579 | 36606 2 36604 36607 
Wasserstoff 
0,390 36604 36612 +4 36617 36612 +4 
0,533 36604 36615 + 7 36613 36607 — 1 
0,727 36593 36609 +1 36620 36611 | + 3 
0,994 36589 36610 + 2 36621 36609 +1 
Stickstoff 
0,390 36664 36616 +8 36673 36619 +11 
0,533 36668 36602 — 6 36671 36598 10 
0,727 36699 36609 +1 36709 36609 | +1 
0,994 36734 36611 + 3 36740 36603 -5 
Beobachtungen von Heuse 1926 
Neon 
0,687 36604 | 36612 | +4 36605 36595 —13 
1,007 | 36602 | 36620 | +12 36613 36598 — 10 
Beobachtungen von Henning und Heuse 1921 
Helium 
0,505 36589 36603 -5 36595 36596 —12 
0,521 36603 36617 + 9 36599 36600 — 
0,760 36591 36612 + 4 36598 36600 - 8 
1,103 36582 36612 + 4 36601 36604 4 
1,116 36581 36612 +4 36600 366038 - 5 
Wasserstoff 
0,508 | 36602 36613 + 5 36612 36606 | — 2 
1,095 36590 36613 + 5 36623 36610 +2 
Stickstoff 
0,220 36630 36603 -5 36626 36596 —12 
0,511 36679 36616 +8 36675 36605 - 3 
1,105 36742 36606 - 2 36752 36600 - 8 


Diese Verhältnisse sind zusammenfassend in der folgenden 
Tab. dargestellt, die alle Unterlagen zur Herleitung des 
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W. Heuse u. J. Otto 
Mittelwertes y,, enthält. Zunächst wurde für jedes Gas und 
für jeden der beiden Koeffizienten ein Mittel des Grenzwertes y 
gebildet, indem jedem Einzelwert ein dem Anfangsdruck p, 
proportionales Gewicht beigelegt wurde. Sodann wurde über 
die beiden für jedes Gas gefundenen Werte gemittelt und ferner 
wurden, immer dem Gewicht der Einzelzahl entsprechend, die 
Hauptmittel jeder der drei Beobachtungsreihen gewonnen. 
Endlich wurde nach denselben Gesichtspunkten das Gesamt- 
mittel über die drei Beobachtungsreihen abgeleitet. 


Tabelle 8 


2.107 „+10? y 10° 
Beobachter Gas Gew. 7°10 A 7 A aus 4A 
aus & aus | 
| auß| 
Heuse, Otto He 2,644 36607,, — 0,8 36608,, 0,6 | 36607,, — 0,1 
1929 2,644 36611,, + 3,0 36609,, 1,6 | 36610,, —+ 2,3 
|N, 2,644 36609,, +1,3 36605,, — 2,1 | 36607,, — 0,4 
Mittel 7,932 36609,, + 1,2 36608,, + 0,0 | 36608,, + 0,6 


Heuse 1926 | Ne | 1,694 '36616,, | -+ 8,7 | 36596,,' — 11,2 | 36606,, — 1,2 


Henning, | He | 4,005 36611,, +3,5  36601,, — 6,6 | 36606,, — 1,6 
Heuse 1921 | H, 1,603 36613,, +5,0 36608,, + 0,7 | 36610,, +2,8 
N, 1,836 36608,, +0,4 | 36600,, — 7,1] 36604,, — 3,4 
Mittel 7,444 +3,1 36602,, — 5,1] 36607. — 1,0 


Aus a Tabelle ist ersichtlich, daß die Hauptmittel 
jeder der drei Reihen nur innerhalb der Versuchsfehler von- 
einander verschieden sind, daß aber die aus den «-Werten ab- 
geleiteten y-Werte außer bei der Reihe vom Jahre 1929 höher 
liegen als die entsprechenden aus den ß-Werten abgeleiteten. 
Die Meßreihe vom Jahre 1929 erweist sich also auch in diesem 
Punkte als die zuverlässigste. 

Ob in Rücksicht auf diese Unterschiede die vorgenommene 
Bewertung der drei Meßreihen für die Bildung des Gesamt- 
mittels 10°. y = 36607,, gerechtfertigt ist, kann zweifelhaft 
sein. Es liegt nahe, der Reihe vom Jahre 1929 ein höheres 
Gewicht zuzuweisen als tatsächlich geschehen ist; doch würde 
dadurch die Abrundung auf 36608 nicht geändert, außer wenn 
man die Reihen von 1926 und 1921 völlig unbeachtet lassen 


Gesamtmittel 36607,, — 0,4 
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wollte, und auch dann käme man durch Erhöhung der gewonne- 
nen Zahl um 0,4 Einheiten nur auf 36609. 

Die Reichsanstalt sieht auf Grund ihrer eigenen Mes- 
sungen zurzeit die Zahl y,, = 0,0036608 als den wahrschein- 
lichsten Wert für den Grenzwert y an. 


Vergleich mit einigen neueren im Leidener Kältelaboratorium 
gefundenen Ergebnissen 

Keesom und Kamerlingh Onnes?) leiten als wahr- 
scheinlichsten Wert für den Koeffizienten y die Zahl 0,003 6615 
und dementsprechend die absolute Temperatur des Eispunktes zu 


T, = “ = 273,110 


ab. Hierbei wurden nur einige ausgewählte Zahlen aus unserer 
Beobachtungsreihe vom Jahre 1921 benutzt. Nach den vor- 
stehenden Darlegungen folgt u den Messungen der Reichs- 
anstalt y = 0,0036608; T, = 273,16°. 

Keesom und van der Horst?) fanden den Spannungs- 
koeffizienten 6 des Heliums bei einem Anfangsdruck p, von 
1m Hg zu = 0,0086611. Die Messungen der Reichsanstalt 
ergaben für diese Größe nach der Reihe vom Jahre 1921 den 
Wert 0,0086600, nach der Reihe vom Jahre 1929 den Wert 
0,0086604 und nach der Berechnung aus dem Grenzwert und 
der Isothermenneigung den Wert 0,0036605. 


Zusammenfassung 


Es wird eine Versuchsanordnung zur Bestimmung der Iso- 
thermenneigungen bei 0° und der Ausdehnungs- und Spannungs- 
koeffizienten von Gasen beschrieben, die von der sonst üblichen 
gasthermometrischen Methode abweicht. Während bei den 
früher benutzten Methoden die Volumina vorher bestimmt 
waren und nur die Drucke im Verlaufe der Messungen mittels 
Kathetometers abgelesen wurden, sind in der beschriebenen 
Anordnung die Drucke durch in das Manometerrohr ein- 
geschmolzene Platinspitzen von vornherein fixiert und die 
Volumina werden durch Auswägung von Quecksilbermengen 
bestimmt. 


1) W.H. Keesom und H. Kamerlingh Onnes, Leiden Comm., 
Suppl. 5la. 1924. 
2) W.H.Keesom und H. vander Horst, Leiden, Comm. 188a. 1927 
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Man findet, daß die Isothermen von Helium, Wasserstoff, 
Neon, Argon, Stickstoff und Sauerstoff im Bereiche von 
etwa 0,4—1 m Hg geradlinig verlaufen und ihre Neigungen 
mit denen übereinstimmen, die sich aus den Messungen bei 
höheren Drucken ergeben. 

Aus den bei verschiedenen Drucken gemessenen Aus- 
dehnungs- und Spannungskoeffizienten von Helium, Wasser- 
stoff und Stickstoff lassen sich deren Grenzwerte beim Druck 
_ p=O0 berechnen. Bei Benutzung bekannter thermodynamischer 
Beziehungen erhält man unter Zuhilfenahme der Isothermen- 
neigungen bei 0 und 100° aus Messungen bei höheren Drucken 
den Grenzwert 


y = 0,0036609; “Ty = 273,16 . 


Die Methode der linearen Extrapolation auf p =0 ergibt 
y = 0,008 6610. 

Unter Beriicksichtigung der früheren Ergebnisse der 
5 Reichsanstalt, die nach der ersten Methode berechnet zu dem 
Mittelwert y = 0,0086607 führen, ergibt sich als Gesamt- 
mittel 

273,16. 


y = 0,003 6608 ; 
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der Matrizen beim Wasserstoffatom En 
Von W. Gordon 
Für die Matrixkomponenten der Koordinaten x,y,z sind 
von P. Epstein?) für das Wasserstoffatom bei Separation in 
Polar- und parabolischen Koordinaten (Zeeman- und Stark- 7 u 
effekt) allgemeine Formeln aufgestellt worden, die im folgenden a 
auf einfache Weise (auch bei Berücksichtigung des kontinuier- 


lichen Spektrums) abgeleitet werden sollen. 


§ 1. Die Bigenfunktionen 
Sie ie Funkti 


enthalten die Funktion 


(1) 2 F(—n, 7, k 8, 
wo 
2” 
(2) 
| 


das aus der hypergeometrischen Funktion 


vermöge und lim hervorgeht. (2) genügt daher 
der entarteten re Differentialgleichung 


(3) a) aF=0 


1) P. Epstein, Proc. Nat. Acad. 12. S. 629. 1926; 15. S. 405. 1929; 
Phys. Rev. 28. S. 695. 1926. 
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Vermöge des Eulerschen Integrals N > 7 


Pia lO _ 1 (ga-ı1 — 90-14 
Tua+b 
(10) 


wo stets Rb > 0, während für Ra>0, h = 1 zu setzen und 
= von 0 bis 1 zu integrieren ist, für Na<0, 


h=e?*ie _ 1 und die Integration von 1 mit args = 0 be- 
ginnend um s= 0 positiv herum zu 1 zurückkehrt (arg 1 — ss 


» 
fiir s=0), erhält man mit fir 
op) > 
F(a,ß, Tie) de r +») A 


die Integraldarstellung 


F (a, 8,7, 2) = 


(l (1 — as)-4ds 


(10) 
4 h =1 oder § =e?*'«—1, die die Reihe fiir | x | > 1 fortsetzt. 


Mit s = re wird a 
I) 7 


(0.00) 


und daraus 5 
rh 

Ly — a) (1 + hy? 


(U co) 


(4) F(a,7,2) = dh. 


Die Integration geht für Re >O mit 1 geradlinig von 
0 nach oo und für ie <0 mit hb=e?’"i« — 1 


(so daß 1 | = | 2nt) 


_ von oo positiv um 0 herum nach oo zurück, derart, daß 
argh = a auf der negativen reellen Achse. In dem wichtigen 
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Falle «= —n, n positiv ganz oder Null, reduzieren sich die 
beiden F auf Polynome und die Integrale auf eine Umkreisung 
des Nullpunkts. Aus (4) und (4) resultiert die Darstellung 
dieser Polynome durch erzeugende Funktionen (—h statt h 
gesetzt) 


Se, 


— 
rh 
e l—h ] 


Das Verhalten von F(«,y,x) im Unendlichen ergibt sich, wenn 
man zunächst unter der Voraussetzung Ra > 0 das Integral 
(4), das dann von 0 bis co zu nehmen ist, in zwei Integrale 
u von 0 bis —1 und von — 1 bis oo, wo der Weg mit 


R- —_ <, 0 in h =—1 ein- bzw. ausliiuft. Um die beiden 


Teile eindeutig zu ‘bestimmen, nehmen wir | arg2| und 
larg—r|<nr und setzen fiir h = —1 argh =a oder — q, 
je nachdem 0 < argzr<a oder —a<argr<0, d.h. je 
nachdem z in der oberen oder unteren Halbebene liegt. 
F(e.y,x) wird dann zerlegt in _ 


= —-(F F,) = 
F | 2) (1 + hy’ 


(— 2)- T (1 + - dz 


v0 


wo im Integral 


O<tr< 


substituiert wurde, was in der h-Ebene einem Kreisbogen von 
0 bis —1 entspricht, der in der Richtung des Vektors vom 
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t, 


was in der h-Ebene einer Geraden von — 1 in der Richtung 
° . . 
0>x entspricht.) Setzt man die Mellinsche Formel?) 


ı 00 
1 l "Ts Ta — 8) ds 
(1 + 2)* 2ni I (a) 
-i 00 
mitz=- und a=a@+1—y in das Integral für F, ein, 
x 
. . oe 
indem man die Integration über t vermöge der Integral- 
darstellung die /-Funktion ausführt, so wird 


Der Integrationsweg läßt die Pole von Ts) s=0,—1, —2.,... 
links und die von /(l+«e—-y-—5s) —— rechts.*) Analog 


F, _ e* 


‘a [Te 


Diese Ausdrücke fiir F, und F, sind unabhängig von der 


Voraussetzung Ra >O0. Schiebt man den Weg über die N 


1) Man denke sich den Weg durch einen Kreisbogen von großem 
Radius zu h = © zurückkehrend, der wegen R(y — «) > 0 keinen Bei- 
trag gibt. 

2) Wenn man für | >| < 1 den Weg über die Pole s=0, —1, —2 


von /'(s) schiebt, bekommt man die Binomialentwicklung von 7 
— F@+(-2" 4 
(1 + v! 


3) Dies ist möglich, falls « und 1+a—~y nicht negativ ous sind, 
in welchem Falle die Reihe (5) abbricht. ; 


“J Punkt z nach dem Punkt 0 i 
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ersten Pole von J\s), so gibt der Residuensatz die asympto- 
tische Entwicklung 


5) = I\y)(—2)-+ — ı Ry 


mit dem Restglied 


‚sin n(y— @) 
Ry(@,7,2) = 


Te 2in? 


[re-N-9) Pi+e-y+N4+ 
0<#<1, 
so daB im « *¥Ry=0 für z!>oo. Analog 


N 
F, (1 — a), (y — @) 
a—y ex v ¥ 
| - / 
(0 ) = 
| + 


Schiebt man dagegen den Weg über die Pole von 
bzw 
so ergibt der Residuensatz die Entwicklung von x = 0 aus. Im 
wichtigen Falle „= 1-+g, g positiv ganz, sind diese Pole 
doppelt!) und es wird 


1 —et2te 
F,= - at D(a, 7,2) + F (a, 7, 2) 
FP, = + D(a, 7,2) + 
mit 


—1 


g 
! — 11279 v 
(0,7,2) = > (@ 


(l— @), (1 — g),¥! 
(6) 
+ > y! 


(we+r)— l—wetgt 1)) 


v=U 


+ F(a, 7, 2) 5 cotg na )), 


1) Die Entwicklung von J’(z) an einem Pol z=—n (n=0, 1,...) ist 


(— 1)" 1 
an einer reguliiren Stelle z = a to * 
I 5 
y (2) = 
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wo w(z)= a und das obere Vorzeichen für 0<argr<a 


und das untere für —a < argz <0 gilt. @O(a,y,z) ist ein 
zweites, im Nullpunkt singuläres Integral von (3). 
Die Eigenfunktionen in Polarkoordinaten 


= i ip Z y 
r+iy=rsin teir, r cos 
sind 
P* (cos X, 
(n, radiale, != 0,1,2,... azimutale, m=0, +1, +2,...,4 


1. Quantenzahl. Für X gilt 


2 1) 


h 
a= = Wasserstoffradius, 
4n® m, e* 


3s —2m,E, E= Energie) 


d. h. (3%) und ( 


(7’) 

Daher ai (1) 

(8) 2142, 
Für E < 0, diskretes Spektrum, sei k > 0. Die Eigen- 

funktionen haben der Bedingung: 


fr x (r\dr existiert 

v0 

zu genügen (vgl. 15”). Daher oo nach der asymptotischen 
Entwicklung (5), (5) n, = 0, 1 sein. (7) ist dann die 
Balmerformel. 

Für E>0, kontinuierliches Spektrum, sei k = —ix,x>0. 
An Stelle der Eigenfunktionen treten hier die Eigendifferentiale 
die sich auf ein Intervall des Spektrums beziehen. In unserem 
Fall sind diese Differentiale in der x-Skala | X, ı(r)d«, 


4» 


wo 4x das Intervall ist. Die Bedingung ist jetzt: 


2 
X, ,ı (nd x) dr existiert (vgl. 15”). 
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Es istn, = —l—1, also komplex. Die mit F, und Py : 
gebildeten Funktionen X und X lauten nach (5) und (5 _ ‘a 


asymptotisch 
2 In2xr (l+1)2 
1 tilert+ _ - 
x®_ “** e ( ) 
tt 


ein- und auslaufende Kugelwellen, die sich zur stehenden © 
X =}(X"-+ X) zusammensetzen. Die Eigendifferentiale 
nehmen wie 1/r? im Unendlichen ab und genügen daher der 
genannten Bedingung. 

Die Eigenfunktionen in parabolischen Koordinaten 


sind 


A,,, m(A,) baw (A,) 


(My, Quantenzahlen. Für die A, gilt 


d A; k* i; m? 
F Te + 4 = 
a 
1 
d. h. (3) und (3”) mit 
(9) §=4,, Y=|m| +1, ml, B= 


(9) =—. 
Daher nach (1) 


ka, Im 
(10) Ann(4)=e 2 2, ° Fi-n,|m|+1,ka). 


Für k > 0, diskretes Spektrum, muß 
00 


existieren (vgl. 16). Daher nach (5) (5) n, = 0,1,2,... (9) ist 
dann die Balmerformel. 

Für k = — ix, kontinuierliches Spektrum, muß Rn, —n,)=0 
sein, damit A,,m(A,) An,m(A,) wie 1/r im Unendlichen ver- 
schwindet, d. h. nach (9’) 


i/xa—|m|—-1 


(11) ny = 5 +iE bzw. 
Physik. 5. Folge. 
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wo £ reell. Es wird dann uns nach (5) und (5’) 
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i + ) xa, - a) 


mi +l 
‘ay, 3 


Diese beiden fortschreitenden Wellen setzen sich gemäß q 


An, m (hy) = + 
(1) 
zur stehenden zusammen. Bei A” (A,) ist in (10) A,, & mit 
N, m 
— £ zu vertauschen. 
Die Eigendifferentiale in der x—{-Skala sind 


ff An de. 
dn AC 
Sie nehmen wieder wie 1/r? im Unendlichen ab. 

Es ist für das Folgende wesentlich, daß wir auch Funk- 
tionen (8) und (10) betrachten, bei denen (7’) und (9) nicht 
gelten, die also keine Eigenfunktionen des Wasserstoffs sind 
(a variabel, statt konstant). 1 


$ 2. Die zu berechnenden Integrale 7 


Für die Intensität des bei einem Übergang n>n’ aus- 
gestrahlten Lichtes ist maßgebend die Stromdichte 7 


(wi, grad yw, — w, grad 


4rim, 
wo wy, und yw, die zeitabhängigen Eigenfunktionen oder -diffe- 
rentiale der beiden Zustände sind (* = konjugiert—komplex), 
die gemäß 


(12) dv=dzdydz 
normiert sind. Das Vektorpotential in großer Entfernung ist 
bei Vernachlässigung der Retardierung proportional zu f 8dv 


r und die Feldstärkenamplituden daher zu SA. Aus dem 


. 
'™ 
2) 
ab 
> 
‘ 
a 
» 
BF 
> 
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Erhaltungssatz der Elektrizität einerseits und der Schrödinger- u Ye 
2ni t 8x*m, Ay + r Y - 
. . 
andererseits folgt 
08, * 08 e * 
+ div (2 a) =~ — div Z,, 
wo 
h? ay. 
a dy*, öy, 
+z, grad y, — y, grad grad") 


die Spannungen!) sind. Da die Eigen- 
funktionen im Unendlichen exponentiell und die Differentiale _ 
wie 1/r? gegen Null gehen, verschwinden bei der Integration 
über dv die div und es resultiert 

08, 

(13) IF = 75 | do = — UnWy dv, 


was nichts anderes als die N. Ai ist. 


ae Nun konvergiert das Integral 


bereits über die Eigenfunktionen und für die Intensität 
kommt daher 


x 
do 


in Frage, wo jetzt w, wy die Eigenfunktionen sind, multi- 
pliziert mit den infinitesimalen Intervallen 4a des kontinuier- 
lichen Spektrums (wenn Zustände derselben vorkommen), falls a 
die kontinuierlichen Parameter zusammenfaßt (x bei Polar-, 
x und £ bei parabolischen Koordinaten). Ferner ist das Inte- 
gral (12) im kontinuierlichen Spektrum, falls wieder die 
Eigen funktionen sind, 


=. = Aa [dv vo 


4a=a,—4,, 


4 


1) E. Sehrédinger, Ann. d. Phys. 82. S. 265. 1927. 


Ps, oe 
== 
v 
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a. je da das Integral in {} konvergiert und unabhängig von der 


Größe des Intervalls Aa ist. Durch 


[= v.w.dv mit fae vo da’) = 


5 für das kontinuierliche und (12) für das diskrete Spektrum, 
23 unter w die Eigenfunktionen verstanden, sind daher die Ampli- 
u = tuden pro Y4a und damit die Intensität pro da des konti- 
 muierlichen Spektrums gegeben. 


ce Der Schritt (14) von 
[= wydv zu fe Wn Wr dv 


für Eigen Win ist ohne weiteres ausführbar, wenn 
mindestens eine der Funktionen dem diskreten Spektrum an- 
gehört, weil wegen deren exponentiellem Verschwinden der 
Integrale über die div wegfallen. Sind aber beide Zustände 
kontinuierlich, so zerlege man, falls x > x’, in w, die Funk- 
tion F in F, und F,, d.h. X in X® und X® und die A 
in A” und A”. Infolge dieser Zufällung des yw, besteht 
Wn Wy dann einmal aus Teilen (I) mit F, und Teilen (I) 
mit F,. Nach (8°) und (10°) verschwinden wegen <>x’ die 
Teile (I) auf einem Viertelkreis mit unendlichem Radius von 
der positiv-reellen zur positiv-imaginären Achse der kom- 
plexen r, A, oder A, Ebene, die Teile (II) auf einem solchen 
Viertelkreis zur negativ-imaginären Achse. (Für x < x’ wäre 
analog w zu zerlegen) Im Nullpunkt dagegen wurden jene 
Teile unendlich gemäß (6), (6). Daher können wir in 


Wa Wy’ dv 


die Teile (I) von ¢ > 0 geradlinig nach & + 7 oo und die Teile (II) 
von ¢ nach e— co integrieren und hiernach zu lime = 0 
übergehen. Dann gilt für die einzelnen Glieder, in die 


~-Wn wy zerfällt, wieder (13), da auch die mit F, und F, ge- 
bildeten yw die Schrödingergleichung erfüllen, die Eigenfunk- 
tionen im positiv- bzw. negativ-imaginär Unendlichen exponen- 
tiell verschwinden und ihre Summe für lime = 0 im Nullpunkt 


x = 
2 
Ar 
= 


+ 
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Es handelt sich also um die Matrizen oe 


mit 


(14) = 1 bzw. a)da=1,a, <a<a,, 


wenn die stets Sail sind und das Integral (14) 
im geschilderten Sinne genommen wird. Aus diesen Matrizen 
berechnet sich die Intensität pro Intervall des kontinuierlichen 
Spektrums jedes Zustandes. 
Die polaren Matrizen sind (nach Integration über Fund g) 


dt m—1) nl 
= 
| n, ’,l—-1, mFl ats 1) (21 1) 


(15) 
4m V (lL + m) (l — m) ı 
1-1? 
(15’) ı=Nn,DN (m 1) fr Xn,ı(r) Xn,ı-ı 
N-2(n,,1) fr dr bzw. 


Unter X sind die Funktionen (8), wo zwischen k,l,n, die 
Relation (7‘) gilt, zu verstehen; sind beide Zustände kontinuier- 
lich und x > x’, so ist nach dem Gesagten in (15°) das Integral u % 


e+ioo 


4 
+4 zJ r3 (r) Xn 1-1 
i “Ye 
gemeint. 


Die Matrizen für den Sprung />/ + 1 ergeben sich wegen 
der Symmetrie in den beiden Zuständen gemäß ’ 


m n’l+imFl l m n’i+1im 
= Zr = 
a! l+1mFl1 I m ? m 


4 
il 
| 
=) 
ne 
+ 


aus den Matrizen (15). Die y-Matrizen endlich unterscheiden 
sich von den z-Matrizen um einen Faktor +1. 
Die parabolischen Matrizen sind (nach Integration über ¢), 


für An, m(A,) Any m(A,) kurz An(n,,n,) geschrieben, 
| 3 
Ny m 1 rY rn 4 


0 0 


falls m=1, so 


=iN, (n, n,) N Ny’) 


n,' m 


m=0, 


(n, n,) = + 4,) Aj (n, n,)d A, 
0 


A sind die Eigenfunktionen, gebildet aus (10) mit den Rela- 
tionen (9) bzw. (11) für n,n,; sind beide kontinuierlich und 
.#2>x, so ist in (16) die Summe von 4 Integralen gemeint, 
die durch die -Zufällung von 4A,„m(4,) und A„m(4,) in ihre 
zwei Bestandteile entsteht. 

> Die x-Matrizen für den Sprung m>m + 1 ergeben sich 


für m>0 gemäß 
nn mtl 


aus den Matrizen (16). Die Matrizen für negative m foigen 
vermöge 


vty 


—m — un 
- aus denen für positive m. 


~ 5 


an (n,n’) = fe goto n,o + 1,k&) 
ER n, 


Wee 
| | 
| 
. 
u % 
A 
te 
4 
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so wird aus (15’), (15”) 


(18) Oi, 


21+ 

18’ N~? (n_l) = 
und aus (16), (16’) 
. n, (ny ny’) + 

= n,)N,(n,’n,‘) 


(19) 


my Ng m 
ny’ Ne’ m 


(19) N,” n, n,) = (n,n,) (My 3) + 


wo der - in {} Wiederholung mit Vertauschung der Indizes 1 
und 2 bei den n bedeutet. 
Es handelt sich also um die Berechnung der Integrale J. 


§ 3. Reduktion der Integrale auf 


Die Reaktion in r geschieht mittels 


 F@y,2)= 322 (F(e,y — 1,2) — 


der Koeffizient von rechts ist nämlich 


(a, (@ +») — 


Wiederholung gibt 

F(a,y,2) = — 2,2) — 2F (@ — 1,7 — 2,2) 
+ F(a - 2,7 — 2,2)). 

Wendet man dies in (17) auf F(—n,9+1,k§&) an, so aan 


hält man 
0, 1 0,0 n (0, 0 , 
'(n,n‘) = (ern, n’) (n+1,n ) 
¢ (0, 2 (9 — 1) 0,0), n o, 0) , 
(20) O(n, = (Je )— (n + 1, n’) 


(n + 2, n’)) 


I 
— 
i- 
a 
RE 
= 
=; 
-1, 2)); 
== 
4 
A 
= 
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u Es bleibt mithin noch die Reduktion von > 


(n, n’) = fe wd& mit 


= 


(21) wee ? F(-ne+1,kd 


en. = und w’, wo k’n’ an Stelle von kn steht. Nach (3), (3”) genügt 
_ (21) der Gleichung 


ite t(- =f + B,(n)) w = 0, 
(22’) 


Multipliziert man sie mit w und die für w’ geltende mit w 
subtrahiert und integriert über £ von 0 bis oo (bzw. +1700, 
wenn in w F, steht), so erhält man (nach einer partiellen Inte- 


2 
gration, wo der ausintegrierte Teil bei den Normierungsfaktoren 
des kontinuierlichen Spektrums nach (15”) und (16’) zwischen 0 
und R zu nehmen ist) 


wo kurz für ‘ geschrieben ist. Mit 

d F(a, y,x 

= — (F(@ + 1,7, 2) — F(a, y, &)) 


(der Koeffizient von 2’~!/»! rechts ist nämlich 
a, (@ + ») aa, va, 
wird die Ableitung von (21) 


dw (n) k 2 Re 
w (n) — zZum-1) 


und daher 


2 fu = mm) +@+0+ 2m) 


-1,0), (n — 


2n’ n’— 1). 


= 
> 
_- 
= 
ay 
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‘Dies eingesetzt, gibt die gewünschte Reduktionsformel 
(+1, r 4 0,0), r 

= gop Ko + B, — B,) n,n’) 

+0(0e+0+ 2n’) n,n’) — 2n’o  (n,n’— 1) 


Insbesondere fiir ¢o = 0, 0 = 1 


J” nn’) = — {(@,— B,) ” (n,n’) 


dw dw’ 
ae — w TE 


4 4(-K — B’ ) 
(n, + 6, - 6,)6, — 8,’ 


k? — 


+(o0+1+4+2 J” (n,n) — 2n’ J” (n, n’—1)} ; 


9 . . . 
wo in J®® der ausintegrierte Teil weggelassen ist, da er 


nicht gebraucht wird. 
Damit ist alles auf J®° zurückgeführt. 


. 4. Berechnung von J 
k+ 


_— wir für das erste F die Integraldarstellung (4), für das 
zweite F die Reihe (2) ein, so daß, wenn wir die Integrationen 
nach £ und nach h vertauschen, mit den Abkürzungen 


24) 
woraus 
(24) 
v v 
resultiert 
z F(l+hu) 
(1 + met! 


0 
n’\ (- Kor 
@+ 


1 
(23) | 
b 
= 
> 
. 
ad n 
lédh, 
> 
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wenn A den Faktor vor den Integralen in (4) und (4) be- 
zeichnet. 

Ist mindestens einer der Zustände diskret, so sei es X’, 
Dann ist die Summe endlich. Damit das Integral über & 
konvergiert, ist der Weg in h so zu führen, daß 
K+k+hih'—k) 

l+h 


R d.h. 


v(l+M > 0. 


Ist k auch diskret wie k’, dann ist der Weg in h eine Null- 
punktsumkreisung, die so eng gemacht werden kann, daß die 
Bedingung erfüllt ist. Ist dagegen k =— ix kontinuierlich, 
dann ist der Weg in h eine von oo ausgehende, den Null- 
punkt positiv umkreisende Schleife mit argh =a auf der 
negativen reellen Achse, und die Bedingung wird erfüllt, wenn 


man außerhalb des Kreises um h = — 1 + durch h=—1 


bleibt. 
Sind beide Zustände kontinuierlich und x > x’, so handelt 
es sich um das Integral 


—1 e+in e—iw 
Es ist nach dem 8. 1033 Bemerkten argh = — a fiir h = —1, 


weil  =—ix& den negativen Imaginirteil —ie hat. Damit 
-1 


die Integrale über h konvergieren, muß in f beim Einmünden 


nh=—-ıR 


> 0 


1 


xh 
+h 


xh 
< 0 und in f beim Auslauf R wi 
sein. Damit die Integrale über £ konvergieren, muß 


(x — x’ 


vil +h) l+h 


—1 
in f und < 0 in J»> Es wird alles erfüllt, wenn A längs 
0 
x+x'—(x—x)h inner 


=> 0 heißt auBert des Kreises um 


—- durch h =- 1. 


1) 


le 
a 
¢ 
76 
= 
: 
4 4 
h= 
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der negativen reellen Achse mit dem arg = — a geht, was dem R 4 = 

Weg in r auf 8. 1035/1036 entspricht. 

Die Integration über ist elementar ausführbar und gibt 

eine Binomialreihe mit dem allgemeinen Glied En 
n—1 o+r+1,_ 


wenn man zu lime = 0 übergeht und beide Integrale über h a 
in eins zusammenzieht. Die Reihe ist endlich, wenn k’ diskret 3: 
ist. Im Falle, daß beide Zustände kontinuierlich sind, geht F 
das Integral von 0 nach — oo, und die Reihe konvergiert an . 


- 


[l+hul I+hul 

was der Fall ist, wenn das wegen x > x’ negative u = — . 

. % 4 

zwischen —1 und — } liegt. 


Summation ergibt 
h (1 - dh. 
(l+huet l+hu 
Ua 


oder hk durch h/u ersetzt und nach (24) k’v = 1 + u substituiert — 


A etl, rf h (1 dh, J 
(1 + + u? 


wo die neuen Integrationswege aus den alten durch Drehung 
um argu (und Vergrößerung im Verhältnis |u|) hervorgehen. 
Ist k’ diskret, so haben wir fiir diskretes k eine Nullpunkts- : 


umkreisung, fiir kontinuierliches k = — ix, ist, wenn wir in © _ 
a 
kh +ix 2i arctg 
“= ; =e k 0 < aretg < > 


nehmen, wieder argh =+ a beim Passieren der negativen 
reellen Achse. Sind beide Zustände kontinuierlich, so haben 
wir argu = a (und arg— u= (0) zu nehmen; dann geht der 
Weg vnh=0bish=+o mit argh = 0. af 

Für alle Fälle ist nach (4) er care 


| 


= e- olvetlunt" F(- n, —n',o+1,1 — 


| 
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eindeutig bestimmt ist durch © 


für die Sprünge diskret-kontinuierlich und durch 


x 


fiir die Spriinge kontinuierlich-kontinuierlich. 
7 25) kann auf Grund der Relationen zwischen den hyper- 
geometrischen Funktionen umgeformt werden. Mittels 


(25a) Fy — a, B, 7, r) 


(man führe zum Beweise (1— 2)h statt h in (4) ein) folgt 


(25b) | ” in, n’) = et xin’ ol yet! 
Mittels ') 
Tip Ty -—a-8) 


F (a, B, 7,2) = ß, e+ß-r+1, 


{ 


folgt aus (25) 


Tin-n’) 
F(-n,o+1+n,n"—n+1, u) 


Tin’ - n) 

- 1, . 
Setzt man in (25) für F die Reihe (2’) ein, so konvergiert 


im Falle, daß beide Zustände kontinuierlich sind, (25) für 
4 <u?, dagegen (25b) und (25c) fir O<u?< 1. (25b) ist 


(e- 


(J 0) (n, n’) (o!)? vette xin| 


1) Vgl. E. T. Whittaker u. G. N. Watson, Modern Analysis, 
4. Aufl. S. 291. 


r3 


eel 
y= 
| 
a ¢ 
2 = 
. er = 
2 
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geeigneter für 1- u?<1 und (25c) für w?<1. Ist einer der 
Zustände diskret, dann sind die F Polynome. Ist es k’, 
während k kontinuierlich ist, dann bleibt in (25c) nur das 
zweite F stehen (wegen 1/7(—n)= 0); sind beide diskret 
undn—n’=0, so gilt dasselbe und (25c) reduziert sich auf 


0 (oe)? x! 


nan’ 


Daraus folgt insbesondere für n = n’ u i 
' 
(0, 0 (eo!) n! ; 
(25 e) J (n,n) = - 
§ 5. Die polaren Matrizen 


. 
Um Or, „zu berechnen, brauchen wir zunächst nach (18) 


N. Nach (7') ist wegen !=1-1 


und somit gilt für die B2,1(m,) =k +n) [vg 
Ban) — Pa-ı )=—k, PBa-ıln, + 1) — Bor_i(n 0, 
+ 2) — Pa-ın)=—k. 


Daher nach (23) 


(1, 0 4k (0, 0) (1, 0) 


Im, + 2,n,)= + 2,n,) 


und nach (20), wenn man nach (24) 4/(k’? — k?) = v?/u einsetzt, 


(1 ¢ v? 


(26) 
(0, (0, 0) 


Ferner wird der Normierungsfaktor fiir das diskrete Spek- 
trum wegen 


= ( (n,) — B2i41 (n,)) = 


r 

» 

| a } 

| 
=3 
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—2, 0, 0) 
N (n,,l) = r? n,) 


!d+l+n,) 


mit Einführung der Hauptquantenzahl n =1 41+, und Be- 


nutzung der Balmerformel k = — R 


Der Normierungsfaktor für das kontinuierliche Spektrum 
ist wegen 


= = 2 und 
Wg=0, p=2141 = Xq,1(r) (nach (21) und (8)) 


asymptotisch nach (8°), wo @ für r> oo gegen xr verschwindet 
nach (15”), (18), (23) 


? 


7 
((22+1)!)?e ** 


N-4(n,,l = 


(187) | (2 
u 
4 
| 
1 sin x 
> | 
26”) 
i i i 
r(t+14 5)=('+ 5) 0-14 4)-- 5), 
i i i i £ 
> = = und dz = Rn. 
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Die normierten Eigenfunktionen sind also nach (8) 

2 (n = 
u, = (=) n? (21 + 1)! 


.e na 21+ 2, )» 


na 


PP 1 > =1 
V 


(I + 21+ 2, —2ixr) 


Ein — 
xa 


Für Or erhält man nach (18), (26) [wenn man darin 

(25) bzw. (25b) einträgt] und (26°) bzw. (26”) beim Sprung 
diskret-diskret 

(-D”r a + +1-1)! 


= 1)! (n’ D! 


4nn’ \l+1 /n—n 
(n — n’)? n+n 


. {F(- n„—n,,2l, — 


(n — n’)? 
a of 13 
diskret-kontinuierlich 
one 
9 2 
8x (vw — 0? Sin 
xa 
(28’) oe (3 - 2arets =) Ak’ x 
ki? + x? 
i 1 


- 
Dies ist reell auf Grund von (25a) E 


We 
(27) - $ 
) | 
- 
| 
= 
‘aA 
wal 
“„»2 
+a 
- 
= 


/ l i-1 

- 


-1= 


7 
x a 


xa Gin 
xa x a 


R i i 

4nx 

73% xa’ I, (x + x)? 
x+x'\2,, i i 4x x’ 

(£42) ) 
1+ ’ xa’ I, (x + x’)* 


Dies ist reell auf Grund von 
F (a, ß, 


was durch zweimalige Anwendung von (25a) folgt. 
Die Summation iiber alle m gibt 


‚m 2 n_,l 2 


und die absolute anne der Emission ergibt sich hieraus 


2) = (1 - z)r-*-# — a, B, 7), 


e? 
durch Multiplikation mit — ann, wenn v die Frequenz ist. 


$6. Die parabolischen Matrizen 


Zur Berechnung der z-Matrix brauchen wir nach (19) 


(nyn’) und (nn), 


die sich gemäß (20) und (23) auf J. reduzieren: — 


Daher ergibt sich für 


(1,1) 
(n,,n 


r (0, 1) , 1 


Ww 
| 
( u 
U 
(28”) 
4 
be 
~ 
jay 
J 
i 
an > @ e 
2 
( 
-t 
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weil nach (9) 


on 
und 


p 


wenn man nach (24) 4/(k?—k?) = v?/u einsetzt: 


J® 
ergibt sich für nn 


wenn man u und v einführt, 


(29 


tru 


+ +1) = k(n, +n, +) = 


a 
gilt: 


somit für die ._,n) = 


mj —1(%) Bay + =—k, 
= 


1% +0— Ba =k, 


Zur Berechnung der z-Matrix brauchen wir nach (19) 
"(n,n‘), das sich gemäß (23) auf J” aes Daher 


— Bi mi(m,'))?-— =0, 
AUS 1 2 2 


( (2, 0) (0, 0) 
7% 
{((n,’ + — in 1,)(1 ) 
=. (in, — + — in, —,)(1 — u) 

(0, 0) n 7(0, 0) , a # 0, 0) ‚ 
(My, My) + uJ (n,.m,’—1) 
0,0 r (0, 0 > , 

. (Mg, )—2n,’ uJ" — ) |. 


, 
) 


Ferner wird der Normierungsfaktor fiir das diskrete Spek- 
m 


Fr (Bini) — Bin m) = 


Annalen der Physik. 5. Folge. 2. 


2 4.9 


ee | 
| 
a 
t 
4 
| 
(29) ve 
= 
4 
| 
f 
Pari 
} 
| 
wa 
. 


nach (19, (23,) und (25e) 


1 
N~*(n,, 5 (jm|+1+4n, + n,) 
. (n, n,) (n, n,) 


(jm 
2a(|m! + n,)! (|m! +n, 


unter Benutzung der Balmerformel (9’). 
Der Normierungsfaktor für das kontinuierliche Spektrum 
ist, wegen 


Bim (My) + Bm) (My) = Bim) (My) + Bim, (My) 


m) = [nach (21) und 


mite 


- cos + (= + ¢) a) 


 asymptotisch nach (10%), wo nach (11) das obere Vorzeichen 
fiir i =1, das untere für i=2 gilt, nach (19) und (23,), wenn 


I) (n,,n;) das bis R, genommene Integral bezeichnet, 


2 (jm|!)?e 2na li 
1m 
» 


> dn At 
sin —— R, —xt nf 
JOO mn 


- 


wo mit 1 und 2 auch + ¢ und —€ zu vertauschen ist 


Ir: steht für 


+ 9)| 


Die Ausführung der Integration nach x’ gibt 


4¢ 


® 4 ; 
80) 
| u | 
= 
a 
und 
| 
Ru 
=! x 
bs U 


an 
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B, — By’ = — 0’) x (fiir x = x’), 
-a is +?) 


xa 


. 0,0). 2(|m|!)%e 
lim = 


3 m +1 


“=x 
1 
= Tr 2. m +1 
Mithin 
39 N *® 
(32) Ni, = 
mit 


wenn |m|=2u+1. 
Die normierten Eigenfunktionen sind also nach (10) 


= 


a} 
n,! ns! 2 


-F(—n,,|m + 


1? 


1) 7 
x 
Oln«R). 
-. 294 
1 1 4 
s=1 Co8 a 3 
wenn |m = 2u, 
G2) 
rg) 1 
= 
jm, +1 1 \\ | 2 
| - F\ ——_,——+ |m| +1, —txA,}. 
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Fiir die Matrizen der Starkeffektkomponenten gilt nach 
(19), (29), (2%) [wenn man darin (25) einträgt] und (30), zur 
Abkürzung 
4nn 


n,,N,) = 1 — 
nm 


nm — 1) (ni — 1) | 4nn’ 
+1) (+ 232! 
und m! = u gesetzt, 


— m? 


(n,’ + uw — Dim,’ +u—1)! 4nn’ 


n,! ny! ny! n+n 


. 


N, m , a 
z = (— 1)" tm 
m — | 4(u!)* 


(n, + u)! (my (ny + 4nn’ 
n,! n,'! ! (n—n’)* n+n 


— 2(n, — 1) H, (My, My en, 


Die mit (34) bei natiirlicher Anregung berechneten Inten- 
sitäten der Starkeffektkomponenten stimmen mit den von 
Schrödinger!) angegebenen Zahlen überein. 


Hamburg, Physikalisches Staatsinstitut. 


1) E. Schrödinger, Ann. d. Phys. $0. S. 437. 1926; W.Gordon — 
und R. Minkowski, Naturw. 17. S. 368. 1929. 


(Eingegangen 6. August 1929) 


. ; D 
_ 
01056 W.Gordon. 
v 
ee 


. 
| 
a 
‘ ig 
j 
B 
+n 
- 
Br 
: 
. 
- 
nd 
aS 
- we « 
> 


